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МАТЕМАТИЧНЕ МОДЕЛЮВАННЯ ВЗАЄМОДІЇ СКЛАДЧАСТИХ ФУНДАМЕНТІВ
ПРИ НЕРІВНОМІРНИХ ДЕФОРМАЦІЯХ ОСНОВИ

Мета. Математичне моделювання за допомогою програмних комплексів на основі методу кінцевих елементів
(МКЕ) дозволяє в повному обсязі вирішувати складні інженерні задачі, досліджувати процеси та явища, аналізувати
і прогнозувати роботу досліджуваної системи, мати змогу адекватно порівнювати роботу моделі та натурного проце-
су, явища тощо. Метою було проаналізувати значення та характер осідань фундаментних конструкцій, а також дос-
лідження напружено-деформованого стану основи, аналіз перерозподілу напружень під підошвою фундаменту за
умов виникнення нерівномірних деформацій основи.

Методи дослідження. Для виконання дослідження необхідно досконало володіти інструментами спеціалізова-
них програмних комплексів, що використовують в своїх алгоритмах метод кінцевих елементів. Завдяки аналітичним
методам ми маємо змогу дослідити роботу фундаменту при математичному моделюванні, проаналізувати результати
та зробити висновки для подальших досліджень.

Наукова новизна. Актуальність даної роботи пов’язана із розв’язанням поставленої задачі. Її результатом є
встановлення залежності між зовнішнім навантаженням та осіданням фундаментних конструкцій двох типів при
нерівномірних деформаціях основи.

Практична значимість. Дослідження дають змогу оцінити роботу структурних фундаментів різного конструк-
тивного рішення, математичне моделювання дозволяє всесторонньо проаналізувати результати та врахувати недолі-
ки системи при подальших дослідженнях.

Результати. Було виконано математичне моделювання в програмному комплексі Ліра-САПР двох типів фун-
даментів в об'ємній постановці. В результаті було встановлено, що поле осідань більш рівномірне для альтернатив-
ної фундаментної системи в об'ємній картині вертикальних переміщень. Дві крайні складки прототипної конструкції
фундаменту мають менші межі значень вертикальних переміщень. При моделюванні нерівномірних деформацій
основи аналогічно було доведено переваги альтернативної моделі фундаменту. Загальний принцип розподілення
вертикальних напружень узгоджується із місцями найбільших зовнішніх сил, при цьому дана фундаментна система
не дозволяє перерозподілити напруження рівномірно під кожною із складок. Якщо порівнювати числову складову
нормальних напружень, що виникли в тілі ґрунту основи, то абсолютні максимальні значення нормальних вертика-
льних напружень Nz в площині X0Z було отримано для прототипної моделі фундаменту на рівні 1,56 т/м2, в той час
як для альтернативної конструкції фундаменту це значення склало 1,42 т/м2.
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Проблема та її зв’язок з науковими та практичними завданнями. В процесі наукових
досліджень в області інженерних геотехнологій невід’ємним є використання сучасних засобів
математичного моделювання. Ускладненням для дослідження роботи складчастих фундаментів
під опори ліній електропередач є недостатня вивченість проблеми математичного моделювання
таких фундаментів в спеціальних програмних комплексах.

При проектуванні та розрахунку фундаментів особливу увагу слід приділяти питанню ро-
боти фундаментів у складних інженерно-геологічних умовах, коли можливі виникнення нерів-
номірних деформацій основи, локальні осідання основи, і, внаслідок цього, можливе утворення
безопорних зон.

Одним із ускладнень при математичному моделюванні складчастих фундаментів під опори
ліній електропередач (ЛЕП) є моделювання сумісної роботи фундаментної конструкції складної
форми та ґрунтової основи, де необхідно вдало підібрати модель ґрунтової основи, врахувати
всі вихідні параметри, зімітувати роботу фундаменту до моменту повного залучення ґрунтової
основи у роботу.

Аналіз досліджень і публікацій. Завдяки стрімкому розвитку використання спеціалізова-
них програмних комплексів для вирішення геотехнічних задач на сьогоднішній день є можли-
вість дослідити роботу фундаментних систем при взаємодії їх з основою, використовуючи ма-
тематичне моделювання. Застосування програмних комплексів на базі методу кінцевих елемен-
тів є незамінним інструментом при наукових досліджень як вітчизняних, так і закордонних
вчених [1-5].

Пронозін Я.О. у своїй науковій роботі представив теоретичні дослідження напружено-
деформованого стану (НДС) основи, що моделювався лінійно-деформованим середовищем [6].
У якості інструменту реалізації методу кінцевих елементів була використана геотехнічна про-
грама PLAXIS 2D. Навантаження приймалось гнучким, по полосі, що діє до нормалі поверхні,
задача виконувалася у плоскому середовищі.

Вчені Nisha P. Naik та Sabna Thilakan [7] досліджували роботу фундаменту-оболонки стов-
пчастого типу, аналізуючи різні кути нахилу бічних поверхонь. Моделі фундаментної дефор-
мації та властивості ґрунту були численно змодельовані за допомогою програмного забезпе-
чення OptumG2 із застосуванням кінцевих елементів.

В своїй науковій роботі [8]  вчені Кравченко Г.М.,  Труфанова Е.В.,  Вержиковський В.В.,
Заритовський Д.С. розробили кінцево-елементну модель «ґрунт – фундаментна плита – верхня
будова» в програмному комплексі Ліра-САПР. Було досліджено напружено-деформований стан
фундаментної плити з урахуванням моделей Вінклера і Пастернака. За результатами розрахун-
ку отримані графіки осідання фундаментної плити. Кінцево-елемента модель містить наступні
кінцеві елементи: стрижневий універсальний просторовий КЕ 10, оболонковий універсальний
чотирикутний
КЕ 44, спеціальний законтурний елемент пружної основи КЕ 53 для моделі Пастернака.

В своїх наукових дослідженнях Тімченко Р.О., Крішко Д.А., Хоруженко І.В. дослідили на-
пружено-деформований стан структурних фундаментів та основи при їх контактній взаємодії
при різних умовах їх взаємодії [9]. При цьому для математичного моделювання було викорис-
тано програмний комплекс Ліра-САПР. В першому випадку моделювалася ситуація, коли при-
зматична складка контактує з основою тільки у межах горизонтальних опорних полиць. В дру-
гому випадку ґрунт основи повністю включався у роботу шляхом заповнення ним порожнини
складки. В результаті було зроблено висновки, що кращі результати продемонструвала робота
фундаменту сумісно з ґрунтом, що можна пояснити тим фактом, що ґрунт та фундамент в та-
кому випадку діють як єдине ціле.

Паралельно з попереднім було проведено дослідження впливу геометричних параметрів
складчастого фундаменту-оболонки на величину несучої здатності [10]. Було виконано моде-
лювання однієї призматичної складки фундаменту з відомими геометричними параметрами та
фізичними характеристиками [11, 12], надалі досліджувалася робота одного типового призма-
тичного штампу при зміні умов роботи та взаємодії з ґрунтовою основою. В якості змінного
параметру на даному етапі дослідження було обрано ширину опорної частини складки. В про-
цесі аналізу було встановлено, що при математичному моделюванні фундаментної складки в
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плоскій задачі зміна ширина опорної частини суттєво не впливає на несучу здатність основи.
Дані результати стали основою для подальшого аналізу та досліджень при моделюванні
об’ємної задачі.

Тімченко Р.О., Крішко Д.А., Хоруженко І.В. виконали дослідження роботи структурного
фундаменту при взаємодії із основою у об’ємній постановці задачі за допомогою програмного
комплексу Ліра-САПР [13]. Для моделювання призматичної складки використовувався кінце-
вий елемент КЕ 41. Для моделювання ґрунтової основи було використано універсальний прос-
торовий восьмивузловий ізопараметричний КЕ 36.

Для моделювання балок було використано універсальний просторовий стрижневий КЕ 10
[14]. Була встановлена залежність між зовнішнім навантаженням та осіданням фундаментної
конструкції двох типів. Визначено, що модель фундаменту-прототипу має більше нерівномір-
ний характер осідань у кожній контрольній точці, в той час як криві осідань за показниками
трьох різних точок оптимальної фундаментної конструкції мають практично аналогічні значен-
ня. Додатково, більше значення гранично допустимого навантаження в 14 т було отримано для
оптимальної конструкції фундаменту.

Постановка завдання. Метою дослідження є вивчення контактної взаємодії фундаментної
конструкції та ґрунту основи за допомогою математичного моделювання при нерівномірних
деформаціях основи

Викладення матеріалу та результати. Для моделювання нерівномірних деформацій
необхідно було обрати тип основи,  в тілі якої містяться прошарки слабкого ґрунту.  Згідно
відомих класифікацій [15]  в залежності від розміщення шарів або лінз слабкого ґрунту,  було
обрано тип основи, стислива товща якої в межах зони забудови містить декілька вклинюючих
лінз, складених слабкими ґрунтами.

Як основний тип ґрунту основи при математичному моделюванні було використано сугли-
нок із межами текучості 0,5 ≤ IL ≤ 0,75 із наступними фізико-механічними характеристиками:
E = 600 т/м2; ρ = 1400 кг/м3; е = 0,95;  с = 14 кПа; φ = 14º.  У якості прошарку слабкого ґрунту
було використано ґрунт із характеристиками: E = 340 т/м2; ρ = 1200 кг/м3; с = 30 кПа; φ = 10º.

Задачею даного етапу моделювання було проаналізувати значення та характер осідань фу-
ндаментних конструкцій, а також дослідження напружено-деформованого стану основи, аналіз
перерозподілу напружень під підошвою фундаменту за умов виникнення нерівномірних дефо-
рмацій основи.

Для моделювання призматичної складки використовувався кінцевий елемент КЕ 41. Даний
кінцевий елемент призначений для міцнісного розрахунку тонких пологих оболонок (плит,
балок-стінок). В кожному вузлі в такому кінцевому елементі є по 6 ступенів свободи: U – гори-
зонтальне переміщення, додатній напрям якого співпадає із напрямком вісі Х1; V – горизонта-
льне переміщення, додатній напрям якого співпадає із напрямком вісі Y1; W (w) – вертикальне
переміщення (прогин), додатній напрям якого співпадає із напрямком вісі Z1; UX – кут повороту
відносно вісі Х1; UY – кут повороту відносно вісі Y1; UZ – кут повороту відносно вісі Z загальної
системи координат [14].

Для моделювання ґрунтової основи було використано універсальний просторовий восьми-
вузловий ізопараметричний КЕ 36. Даний тип КЕ призначений для міцнісного розрахунку кон-
тинуальних об'єктів та масивних просторових конструкцій.

Для моделювання балок було використано універсальний просторовий стрижневий КЕ 10.
Такий стрижень має місцеву праву декартову систему координат X1, Y1, Z1, відносно якої визна-
чаються зусилля та задається місцеве навантаження.

Для поєднання такого стрижня до вузлів схеми передбачені різні можливості:  за допомо-
гою абсолютно жорстких вставок вздовж місцевих осей; за допомогою зняття зв’язку по будь-
якому із напрямків (зняття лінійного зв'язку забезпечує прослизання, знаття кутового зв'язку –
вільний поворот, тобто циліндричний шарнір).

Шарнірну взаємодію між балками та складкою змодельовано об’єднанням відповідних вер-
тикальних переміщень (за допомогою створення груп об’єднання переміщень).

Основним критерієм граничної несучої здатності основи було виникнення пластичних де-
формації основи. Для визначення головних та еквівалентних напружень було обрано теорію
Кулона-Мора (модель ґрунтової основи) у якості теорії міцності при оцінці несучої здатності
ґрунтової основи.
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Кінцево-елементні моделі для обох типів фундаментів зображені на рис. 1. При цьому тем-
нішим кольором виконані кінцеві елементи прошарок слабкого ґрунту.
а) б)

Рис. 1. Кінцево-елементні моделі ґрунтового масиву і фундаментної системи та схема навантаження: а – прото-
типної моделі фундаменту; б – альтернативної моделі фундаменту

Навантаження прикладалося поступово з кроком 1 т у вигляді зосередженої сили, місцероз-
ташування якої визначалося за місцем встановлення бази опори ЛЕП. Далі фіксувалися значен-
ня вертикальних переміщень (осідання) при кожному етапі навантаження. Значення вертикаль-
них переміщень фіксувалися під верхньою полицею складки, на кожній із шести складок в міс-
цях спирання на них опорної балки (всього шість контрольних точок).

В результаті було отримано значення вертикальних переміщень (осідань) кожної із контро-
льних точок при зміні зовнішнього навантаження для обох типів фундаментних систем.  Для
візуального аналізу переміщень було зафіксовано картину виникнення осідань в контрольному
перерізі під опорними балками для кожного фундаменту.  На рис.  2  можна побачити ізолінії
вертикальних переміщень у ґрунтовій товщі під складками та поблизу них під дією наванта-
ження у 6 т на кожну із опорних точок.
а) б)

Рис.  2. Ізолінії вертикальних переміщень під дією зовнішнього навантаження в  6  т в ізометричній проекції:
а – прототипної моделі фундаменту; б – альтернативної моделі фундаменту

На рис. 3 зображені ізолінії вертикальних переміщень в площині XОZ під дією зовнішнього
навантаження в 6 т для обох типів фундаментів.
а) б)

Рис. 3. Ізолінії вертикальних переміщень в площині XOZ під дією зовнішнього навантаження в 6 тон: а – прото-
типної моделі фундаменту; б – альтернативної моделі фундаменту

Аналізуючи об’ємну картину вертикальних переміщень (рис.  2) можна побачити,  що поле
осідань більш рівномірне для альтернативної фундаментної системи. Дві крайні складки прото-
типної конструкції фундаменту мають менші межі значень вертикальних переміщень згідно зі
шкалою.  Більш чітко різниця у роботі фундаментів видно на рис.  3,  де максимальні значення
вертикальних переміщень мають більш рівномірний характер для альтернативної конструкції
фундаменту.

В результаті фіксації значень вертикальних переміщень в кожній із контрольних точок для
кожного із етапу навантажень було отримано графіки залежності осідань від зовнішнього нава-
нтаження (рис. 4).
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а) б)

Рис. 4. Графіки залежності осідань від зовнішнього навантаження при математичному моделюванні: а – прото-
типної моделі складчастого фундаменту; б  –  альтернативної моделі складчастого фундаменту; 1…6  –  контрольні
точки на складках фундаменту

Аналізуючи характер осідань фундаментних конструкцій згідно графіків на рис.  4  можна
побачити,  що прототипна модель фундаменту має менші значення осідань в кожній із контро-
льних точок у порівнянні із альтернативною моделлю фундаменту. Проте тут важливі не кіль-
кісні значення, а якісні. Суттєвим є рівномірність вертикальних переміщень для кожної із конт-
рольних точок.  Важливим є розміщення кожної із кривих на графіку по відношенню одна до
одної – чим далі криві у площині графіку, тим менша рівномірність вертикальних переміщень.
Більша сукупність кривих на графіку спостерігаються для альтернативної моделі фундаменту
(рис.4б).  Також точки 1  та 6  прототипної моделі фундаменту (рис.  4а)  майже не реагують на
зміну зовнішнього навантаження.

Аналогічно було отримано значення нормальних напружень NZ для обох типів фундамен-
тів.  На рис.  5,  6  зображено ізолінії нормальних напружень для прототипної та альтернативної
конструкцій фундаментів.  При цьому для порівняння зміни нормальних вертикальних напру-
жень із збільшенням навантаження для аналізу було обрано результати математичного моде-
лювання під дією навантаження в 2 т та 6 т на кожну точку.
а) б)

Рис. 5. Ізолінії нормальних напружень NZ в площині XOZ для прототипної моделі фундаменту: а – під дією на-
вантаження в 2 т; б – під дією навантаження в 6 т

а) б)

Рис. 6. Ізолінії нормальних напружень NZ в площині XOZ для альтернативної моделі фундаменту: а – під дією
навантаження в 2 т; б – під дією навантаження в 6 т

Аналізуючи ізолінії нормальних напружень прототипної моделі фундаменту (рис. 5) можна
побачити значну концентрацію напружень у місцях спирання складок на поверхню ґрунтової
основи (приопорна зона) та під верхніми горизонтальними полицями складок (у місцях спиран-
ня на них опорних балок).  В центральній зоні фундаменту напруження мають значно нижчі
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значення, ізолінії нормальних напружень не розповсюджуються на цю зону, що свідчить про
те,  що ґрунт основи в цьому місці майже не включається в роботу.  При цьому інтенсивність
напружень наявна переважно під центральними складками; під двома крайніми складками на-
пруження мають значно менші значення, що свідчить про нерівномірність розповсюдження
нормальних напружень під кожною із складок при центральному навантаженні. Розподілення
напружень відбувається нерівномірно, без утворення спільного ядра.

В той же час спостерігається відмінність у характері ізоліній нормальних напружень NZ для
альтернативної моделі фундаменту (рис. 6). Аналогічно можна побачити концентрацію напру-
жень у місцях спирання складок на поверхню ґрунтової основи та під верхніми горизонтальни-
ми полицями складок. На глибині до 0,7 м ізолінії напружень біля основи мають локальний
характер, незамкнутий під центром кожної із складок. Вирівнювання ізоліній напружень разом
із замкненням під віссю кожної із складок відбувається на глибині 2,4 м. Відбувається вирівню-
вання вертикальної компоненти напруженого стану NZ на глибині нижче 2,4 м згідно з характе-
ром утворення ізоліній. При цьому чітко видно, що характер утворення ізоліній однаковий під
кожною із складок, що свідчить про рівномірність перерозподілу нормальних напружень під
всією фундаментною системою.

Якщо порівнювати числову складову нормальних напружень, що виникли в тілі ґрунту ос-
нови, то абсолютні максимальні значення нормальних вертикальних напружень NZ в площині
XОZ було отримано для прототипної моделі фундаменту на рівні 1,56 т/м2, в той час як для аль-
тернативної конструкції фундаменту це значення склало 1,42 т/м2.

Висновки та напрямок подальших досліджень. При аналізі НДС основи прототипної мо-
делі фундаменту утворення трикутних та трапецевидних ущільнених ядер відбувається переваж-
но під 3, 4 та 5 складками, і має нечіткий, нерівномірний характер. Розподілення напружень від-
бувається нерівномірно, без утворення спільного ядра. Загальний принцип розподілення вертика-
льних напружень узгоджується із місцями найбільших зовнішніх сил, при цьому дана фундамен-
тна система не дозволяє перерозподілити напруження рівномірно під кожною із складок.

При аналізі значень вертикальних переміщень було встановлено, що максимальні значення
осідань в 29,7 мм спостерігаються у альтернативної моделі фундаменту при дії навантаження в
6 т. Проте саме у прототипної моделі фундаменту різниця показань вертикальних переміщень
більша і становить 2,424 мм, в той час як у альтернативної моделі цей показник – 1,422 мм. Це
свідчить про більш рівномірне розподілення навантаження при нерівномірних деформаціях
основи в даній системі.

Якщо порівнювати числову складову нормальних напружень, що виникли в тілі ґрунту ос-
нови, то абсолютні максимальні значення нормальних вертикальних напружень NZ в площині
XОZ було отримано для прототипної моделі фундаменту на рівні 1,56 т/м2, в той час як для аль-
тернативної конструкції фундаменту це значення склало 1,42 т/м2.
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ОПТИМІЗАЦІЯ ВИРОБНИЧОЇ ПОТУЖНОСТІ ГРУПИ КАР’ЄРІВ У СКЛАДІ
ГІРНИЧО-ЗБАГАЧУВАЛЬНОГО КОМБІНАТУ

Мета статті. Метою роботи є обґрунтування методів визначення оптимальних показників відкритої розробки, з
урахуванням оптимізації роботи групи кар’єрів, які дозволяють підвищити ефективність розробки залізорудних
родовищ відкритим способом.

Методи дослідження. Для вирішення поставлених задач у статті було використано методи: узагальненого ана-
лізу досягнень науки та практичного досвіду роботи гірничо-видобувних підприємств, щодо розробки родовищ
корисних копалин відкритим способом групою кар’єрів у складі гірничо-збагачувального комбінату; аналітичного та
графоаналітичного аналізу; економіко-математичного моделювання спільної роботи кар’єрів, як єдиної системи, або
єдиного комплексу; факторного аналізу; техніко-економічного аналізу показників роботи окремих кар’єрів та гірни-
чо-збагачувального комбінату в цілому.

Наукова новизна результатів. В роботі запропоновано кар’єри, які розробляють залізорудні родовища та вхо-
дять до складу гірничо-збагачувального комбінату, розглядати як єдиний комплекс, або єдину систему. При цьому їх
технологічні показники необхідно визначати по взаємозв’язаному впливу на технічні та економічні показники робо-
ти гірничо-збагачувального комбінату до складу якого вони входять.

Практична значимість результатів. Запропоновано розрахунковий метод визначення продуктивності кар’єрів
у складі гірничо-збагачувального комбінату, на основі якого можна визначити найкращій варіант сумісної роботи
цих кар’єрів з забезпеченням таких техніко-економічних показників гірничо-збагачувального комбінату, які дозво-
ляють підвищити ефективність розробки залізорудних родовищ. Результати досліджень можуть бути використані
гірничими підприємствами та проектними організаціями при плануванні гірничих робіт та проектування кар’єрів.

Результати досліджень. Виконано оптимізацію роботи групи кар’єрів за критеріями мінімального коефіцієнту
розкриву та мінімальної повної собівартості видобутку руди кожного кар’єру на основі якої визначено пріоритет-
ність роботи кожного кар’єру. Встановлено, що затрати на видобуток однієї тони руди в цілому по гірничо-
збагачувальному комбінату можуть бути знижені на 6 %, якщо оптимізацію роботи групи кар’єрів виконувати за
критерієм мінімальної повної собівартості видобутку руди.

Ключові слова: кар’єр, руда, розкривні породи, коефіцієнт розкриву, продуктивність, собівартість, техніко-
економічні показники.
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Проблема та її зв’язок з науковими та практичними завданнями. При розробці родо-
вищ групою кар’єрів, які входять в систему гірничо-збагачувального комбінату, існує ряд від-
мінних особливостей, притаманних періодам досягнення оптимальних потужностей і експлуа-
тації групи кар’єрів при їх спільній роботі. Таким чином, задачі експлуатації і введення групи
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