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талевої робочої арматури 3Æ12 А400С контрольної серії БМ-1 на 2,78%, показали підвищення
межі міцності балок на 3,51%;

при гібридному армуванні розтягнутої зони згинальних бетонних елементів робочою скло-
пластиковою арматурою 2Æ14 АКС 800 і металевою Æ12 А400С (серія БМС-7), з загальною
площею, що перевищує площу металевої робочої арматури 3Æ12 А400С контрольної серії
БМ-1 на 10,85%, можна досягти підвищення межі міцності балок на 11,23%.

В подальшому планується порівняти отримані експериментальні результати показників мі-
цності дослідних балок з розрахунковими значеннями визначеними за діючою нормативною
методикою.
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ДОСЛІДЖЕННЯ ЗАСТОСОВНОСТІ НЕЛІНІЙНИХ МАТЕМАТИЧНИХ МОДЕЛЕЙ
МІЦНОСТІ БЕТОНУ ДЛЯ МОДЕЛЮВАННЯ РУЙНУВАННЯ БЕТОННИХ ПРИЗМ

Мета. Виявлення математичної моделі нелінійної поведінки бетону, що в найбільшій мірі відтворює поведінку
лабораторних зразків призм при руйнуванні.

Методи досліджень. Дослідження є порівнянням результатів експериментальної частини, що проводилась в
лабораторії Криворізького національного університету та результатів математичного моделювання руйнування бе-
тону. Математичне моделювання деформацій та руйнування бетонних призм виконувалось в програмній системі
Discovery AIM for student.
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Наукова новизна. В результаті досліджень отримав подальший розвиток метод математичного моделювання
нелінійного руйнування бетону. Виявлені закономірності розподілення еластичних та пластичних деформацій в
бетонних призмах. Отримано дослідницький матеріал для корегування особливих параметрів моделей Друккера-
Прагера та Менетрея-Вілема

Практичне значення. Визначення класів бетону згідно державних будівельних норм виконується шляхом ви-
пробувань бетонних призм. Той факт, що математичні моделі Друккера-Прагера та Менетрея-Вілема досить точно
відтворюють поведінку реального бетону лабораторних зразків призм, дозволяє застосовувати дані моделі для роз-
рахунків та досліджень складних бетонних та залізобетонних конструкцій. Лінійні математичні моделі бетону мо-
жуть бути застосовані лише для розрахунку конструкцій, напруження в яких не перевищує межі пружності.

Результати. Виявлено та проаналізовано залежності розподілення напружень та деформацій від навантажень для
лінійної та нелінійних моделей руйнування бетону Друккера-Прагера та Менетрея-Вілема. Проведено порівняння
отриманих результатів з результатами лабораторних випробувань. Показано, що обидві нелінійні моделі досить точно
описують процес деформацій та руйнування бетонної призми, але модель Друккера-Прагера має більший рівень відпо-
відності. Модель Менетрея-Вілема моделює більш жорстку та крихку поведінку бетону. Деформації моделі Менетрея-
Вілема нижчі ніж в моделі Друккера-Прагера. В моделі Друккера-Прагера розташування ізоліній пластичних деформа-
цій перед руйнуванням бетону більше відповідають характеру руйнування лабораторних моделей.

Ключові слова: бетон, метод скінчених елементів, деформації, міцність, руйнування бетону, модель Менетрея-
Вілема, модель Друккера-Прагера.
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Проблема та її зв'язок з науковими та практичними завданнями. Комп'ютерне моде-
лювання міцності і динаміки будівельних конструкцій засновано на методі скінчених елементів
(МСЕ), реалізованому в програмних комплексах. У промисловому, цивільному і транспортному
будівництві розрахунки, як правило, проводяться спеціалізованими пакетами «Ліра» і SCAD,
що розробляються в Україні. Перевагами цих пакетів є широка практика застосування, наяв-
ність сертифікатів, що підтверджують врахування методик ДБН і СНіП і помірна ціна. Можли-
востей даних пакетів досить для вирішення типових практичних завдань, їх алгоритми пройш-
ли випробування часом.

У той же час широке поширення нетипового будівництва і точкової забудови, підвищення
висотності будівель і будівництво ряду великопрольотних споруд унікальної архітектури при-
вело до ускладнення вирішуваних завдань. З'явилася необхідність врахування ряду параметрів,
які не отримали належного вирішення в спеціалізованих пакетах.

Для задач, що не вирішуються спеціалізованими пакетами найбільш ефективним є застосу-
вання програмної системи ANSYS. ANSYS дозволяє виконувати розрахунки конструкцій прак-
тично будь-якої складності в умовах, наближених до реальних умов експлуатації, що не врахо-
вуються при розрахунках за існуючими методиками, які впливають на напружено-
деформований стан конструкційних елементів і надійність конструкції в цілому.

Компанія ANSYS пропонує в освітніх цілях студентську академічну версію з обмеженням
по кількості скінчених елементів. Завантажити студентську версію можна за наведеним нижче
адресом в інтернеті: http://www.ansys.com/products/academic/ansys-student.

Аналіз досліджень і публікацій. Моделювання поведінки бетону присвячено значну кіль-
кість робіт, як в нашій країні [1-3], так і за кордоном [4-12]. Автори наголошують на важливості
застосування нелінійного аналізу конструкцій, що працюють в складних, нестандартних умо-
вах.  В статтях розглядаються різні варіанти застосування методу скінчених елементів,  як для
проектування нових складних конструкцій, так і розрахунку відновлення конструкцій, що ма-
ють пошкодження. У статті [1], наприклад, показано досвід застосування методу скінчених
елементів і програмного комплексу ANSYS для вибору оптимальної схеми відновлення пошко-
дженої конструкції пролітної будови моста. Але ми не знайшли досліджень, в яких порівню-
ються результати математичного моделювання з результатами лабораторних випробувань ста-
ндартних бетонних призм. В зв’язку з цим було прийнято рішення провести випробування ста-
ндартних бетонних призм і потім порівняти отримані дані з результатами математичного моде-
лювання.

Постановка задачі. Враховуючи результати аналізу досліджень і публікацій була постав-
лена задача виявлення математичної моделі нелінійної поведінки бетону, що в найбільшій мірі
відтворює поведінку лабораторних зразків при руйнуванні. Рішення задач нелінійного пово-
дження бетонних і залізобетонних конструкцій може проводитися із застосуванням різних ме-
тодик. Для розрахунку нелінійного поводження бетону в ANSYS можуть бути використані мо-

http://www.ansys.com/products/academic/ansys-student
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делі Друккера — Прагера і Менетрея — Вілема.  Метою даної статті є перевірка збіжності ре-
зультатів реальних випробувань бетонних зразків та їх математичних моделей в програмній
системі ANSYS.

Викладення матеріалу та результати. Для перевірки різних моделей руйнування бетону
нами була проведена серія лабораторних випробувань бетонних призм  150×150×600  мм
(рис.  1).  Зразки випробовувалися після досягнення марочної міцності,  відповідно до методик
ГОСТ  24452-80.  Нелінійний аналіз методом скінчених елементів проводився в  ANSYS
Discovery  AIM  for  student.  Для виявлення найбільш близької до реальних результатів моделі
руйнування бетону,  параметри поведінки бетонних призм і залізобетонних балок розраховува-
лися із застосуванням трьох математичних моделей руйнування бетону:

модель лінійної поведінки бетону з лінійними параметрами модуля Юнга (ЛМ)
модель Друккера — Прагера (МДП)
модель Менетрея – Вілема (ММВ).

Геометрична  3D  модель для випробувань бетонних призм
включає безпосередньо бетонну призму,  якій на різних стадіях
аналізу задавалися різні моделі поведінки бетону і два силових
елемента.  Силові елементи задаються як сталеві плоскі пластини
розміром 200×200×50 мм.

Нижній елемент має тип кріплення Fixed Support з нульовими
ступенями свободи.  Верхній силовий елемент має кріплення
Displacement  з вільним переміщенням уздовж осі  Y  глобальної
системи координат.  Навантаження прикладається через верхній
силовий елемент.  Для підвищення збігу результатів навантажен-
ня прикладається в два кроки. Перший крок - до величини 40 кН,
другий - до 51 кН.

Кількість підкроків ітерацій для кожного кроку програма ви-
бирала автоматично. Параметри напружень і відносних деформа-
цій досліджувались в системі Static Structral, параметри абсолют-
них деформацій в системі Transient Structural.

Механічні характеристики матеріалів,  використовуваних в
розрахунках бетонних призм і залізобетонних балок наведені в
табл. 1.

Таблиця 1
Механічні характеристики використовуваних в розрахунках матеріалів

Параметр Значення
Загальні параметри лінійної та нелінійної моделі бетону

Модуль Юнга 3E+10, Pa
Коефіцієнт Пуасона 0,18000
Модуль об'ємного стиску 1,5625E+10, Pa
Модуль зсуву 1,2712E+10, Pa
Гранична міцність на стиск 2,5E+07, Pa
Гранична міцність на розтяг 2,1E+06, Pa

Загальні параметри для нелінійних моделей бетону
Одноосьова гранична міцність на стиск 2,5E+07, Pa
Одноосьова гранична міцність на розтяг 2,1E+06, Pa
Двохосьова міцність на стиск 3,0E+07, Pa
Пластична відносна деформація при одноосьовому стиску 0,0015000
Максимальна ефективна пластична відносна деформація при стиску 0,0035000
Відносне напруження на початку нелінійного зміцнення 0,90000
Залишкове відносне стискуюче напруження 0,20000
Гранична відносна пластична деформація при розтягу 0,00015000
Граничне відносне напруження при розтягу 0,100000

Особливі параметри моделі Друккера-Прагера
Розтягнута і стисло-розтягнута ділатансія 0,25000
Ділатансія стиску 1,0000

Особливі параметри моделі Менетрея-Вілема
Кут ділатансіі 10 Градусів
Енергія утворення тріщин 100,00, Дж/м2

Рис. 1. Підготовлена до
випробувань призма
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Лабораторні випробування бетонних призм проводилися відповідно до ГОСТ 24452-80. Ре-
зультати випробувань наведені на рис. 2. Деформації бетону носять лінійний характер до нава-
нтаження 50 кН після чого приймають нелінійний характер. Руйнування призми відбулося при
навантаженні 57 кН.

В результаті моделювання завантажен-
ня математичних моделей бетонних призм і
залізобетонних балок отримані дані по на-
пруженням і деформацій. Розподіл еквівале-
нтних еластичних  (пружних)  напружень в
моделях наведено на рис.  5.  З рисунку вид-
но,  що в нелінійних моделях бетону макси-
мальні еквівалентні напруження безпосере-
дньо перед руйнуванням не перевищують
двохосьової міцності на стиск і для МДП
складають 2,62×107 Па, для ММВ – 2,89×107

Па.  Для лінійної моделі відповідні напру-
ження складають  3,49×107 Па,  що значно
перевищує межу міцності бетону.  В усіх
трьох моделях максимальні пружні напруження знаходяться на ребрах, що стикуються з силови-
ми елементами. В порівнянні з ММВ, МДП в перетині має більш виражені області формування
стиснутого бетонного ядра в місцях примикання до силових елементів.

На рис.  3.  наведено ізоповер-
хні розподілу пластичних дефор-
мацій в нелінійних моделях бето-
ну.  В МДП ізоповерхні мають
хрестоподібну форму з каплепо-
дібними відгалу-женням.  В ММВ
ізоповерхні мають кубовидну
структуру.  Форма ізоповерхні
МДП більшою мірою відповідає
характеру руйнування бетонних
призм.

На рис.  4  наведено графік за-
лежності максимальних еквівале-
нтних напружень від навантажен-
ня для різних типів моделей бето-
ну.  Добре помітно різний харак-
тер зміни напружень в нелінійної
зоні роботи бетону.

Порізному проявляються і ві-
дносні деформації моделей призм,
рис.  5-7.  В МДП чітко видно мо-
мент утворення тріщин, при якому
спостерігається падіння напру-
жень.  У ММВ цей ефект більш
змазаний і відбувається при біль-
ших навантаженнях.  Також в
ММВ значно нижчі пластичні
деформації.  Ці дані говорять про
те,  що ММВ моделює більш жор-
сткий і крихкий характер поведін-
ки бетону.

На рис.  8  показаний графік
абсолютних поздовжніх деформа-

а) б)

Рис.  3. Ізоповерхні пластичних деформацій математичних
моделей призм: а – модель Друккера-Прагера; б – модель Менетрея-
Вілема

Рис. 2. Результати лабораторних випробувань
бетонних призм

Рис. 4. Залежність максимальних еквівалентних напружень
від навантаження в різних моделях бетону
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цій призм збільшений в зоні переходу від лінійних деформацій до пластичних. При однаковому
навантаженні,  найбільші деформації має модель Друккера-Прагера.  Ця модель також має най-
більшу відповідність результатам лабораторних випробувань призм.

Лінійна модель бетону,  як і очікува-
лось дає достовірні результати лише в
зоні лінійної поведінки бетону.  Після то-
го, як напруження перевищують граничні,
лінійна модель починає давати хибні ре-
зультати.

Висновки та напрямок подальших
досліджень. Результати досліджень пока-
зують,  що при вірно вибраних вихідних
параметрах може бути досягнута висока
ступінь відповідності між результатами
лабораторних випробувань і результатами
отриманими з математичних моделей.
При випробуваннях бетонних призм най-
більшу відповідність проявила модель
Друккера  –  Прагера.  В цій моделі при
однакових напруженнях досягаються
більш високі деформації,  а процес тріщи-
ноутворення відбувається при менших

а) б) в)

Рис.  5. Розподіл напружень в середньому перетині призм з різними моделями руйнування:
а – модель Друккера-Прагера; б–  модель Менетрея-Вілема; в – лінійна модель

Рис. 8. Різниця в характері поздовжніх деформацій призм з
трьома моделями поведінки бетону

Рис. 6. Еквівалентні еластичні, пластичні і поперечні
відносні деформації — модель Друккера-Прагера

Ошибка! Текст указанного стиля в документе
отсутствует.

Рис. 7. Еквівалентні еластичні, пластичні і поперечні
відносні деформації — модель Менетрея-Вілема
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напруженнях. Лінійна модель бетону може бути застосована тільки для випадків пружної робо-
ти бетону, але розрахунки для таких випадків простіше і скоріше виконувати в спеціалізованих
пакетах «Ліра» і SCAD.

Подальші роботи необхідно проводити в напрямі досліджень спільної роботи бетону і арма-
тури і перевірити відповідність роботи розглянутих моделей для бетону, що працює на розтяг.
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ПОСТРОЕНИЕ СИСТЕМЫ МОНИТОРИНГА НАДЕЖНОСТИ
ЭЛЕМЕНТОВ ЗДАНИЙ И СООРУЖЕНИЙ ПОВЕРХНОСТНОГО
КОМПЛЕКСА ШАХТ НА БАЗЕ ОЦЕНКИ ЭНТРОПИИ

Цель. Построение научно обоснованной методологии диагностики технического состояния, оценки надежности
и степени физического износа для зданий и сооружений шахтного комплекса с использованием математического
аппарата и вероятностно-статистических методов технической диагностики и методов теории информации.

Методы. Использование общенаучных методов исследования: статистических, теории вероятностей, теории
информации, моделирования, формализации, анализа (в том числе ретроспективного) – при построении решения на
уровне отдельных конструктивных элементов; основных принципов организации систем и системного анализа – при
построении модели диагностирования.

Научная новизна. Научная новизна предложенного в работе метода – адекватное описание оценки и анализа
надежности выполнения работ при обследовании и реконструкции промышленных объектов шахт с учетом предста-
вления результатов выполнения работ в виде статистических данных с учетом математического моделирования
возможных дефектов.
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