
Введение
Для устойчивого развития горнорудных пред�

приятий особое значение имеют вопросы сниже�
ния себестоимости продукции и оптимизации
энергозатрат технологических процессов перера�
ботки сырья. Ситуация усложняется отрицатель�
ной динамикой качества рудного сырья и высокой
энергоемкостью производства. Следует отметить,

что в структуре энергозатрат предприятий горно�
перерабатывающей отрасли пятую часть составля�
ет доля обогатительной фабрики. По затратам
электроэнергии обогатительное отделение являет�
ся наиболее энергоемким и потребляет почти поло�
вину от общего объема. На эффективность процес�
са обогащения существенно влияет размер вкра�
плений железа в руде [1]. Данная характеристика
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Актуальность исследования обоснована важностью задачи повышения качества нелинейных моделей технологических процесC
сов обогащения железорудного сырья. Такое направление совершенствования средств моделирования сложных систем позвоC
лит повысить эффективность управления процессом обогащения и качество конечной продукции.
Цель: повышение точности динамических пространственноCвременных математических моделей взаимосвязанных процессов
для систем управления системой технологических агрегатов в условиях линии обогащения, сырьем для которой является рудC
ный материал нескольких минералогоCтехнологических разновидностей.
Объекты: динамические пространственноCвременные математические модели взаимосвязанных процессов для систем упраC
вления технологическими агрегатами линии обогащения.
Методы: систематизация и анализ разработанных методов математического моделирования распределенных взаимосвязанных
процессов, статистические методы и методы теории вероятностей для обработки результатов экспериментов, компьютерные инC
формационные и программные технологии для реализации разработанных подходов.
Результаты. Предложен усовершенствованный подход к моделированию сложной системы процессов в условиях линии обогаC
щения руды как пространственноCвременных структур с распределенными параметрами с учетом показателей отдельных техноC
логических стадий по всему спектру гранулометрической характеристики перерабатываемой руды. Для снижения размерности
моделей, представленных в виде распределенных структур объектов управления, которые преобразовывают содержание и выC
ход полезного компонента по всему спектру гранулометрической характеристики руды, целесообразно использовать метод
диффузных карт, при этом ошибка Сэммона составила 2,6 %.
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определяет необходимую крупность измельчения
руды для ее наилучшего раскрытия: чем меньше
вкрапления, тем тоньше должно быть измельче�
ние. Таким образом, для каждой разновидности
руды в процессе ее измельчения и классификации
должен поддерживаться определенный грануломе�
трический состав [2, 3].

Математические модели обогатительных про�
цессов могут быть разделены на несколько групп в
зависимости от метода построения модели, ее
структуры, специфики процесса и уровня исполь�
зования информации о процессе. Проведенные ис�
следования [4, 5] процессов обогащения руды по�
казали, что упомянутые процессы характеризуют�
ся существенной нелинейностью. Значительная
протяженность линии обогащения рудного мате�
риала создает предпосылки к рассмотрению данно�
го объекта как системы с распределенными пара�
метрами [6–8].

Анализ литературных данных 
и постановка проблемы
Для синтеза математических моделей в усло�

виях обогатительных процессов необходим значи�
тельный объем информации о механических, фи�
зических, минералогических и химических харак�
теристиках руды [9]: распределении частиц и по�
лезного компонента в них по классам крупности.
Также необходимы сведения о состоянии техноло�
гических обогатительных агрегатов: расходы руды
и воды. Следует отметить, что в современных си�
стемах управления обогащением указанные пара�
метры контролируются на нескольких стадиях,
что существенно увеличивает общее количество
параметров распределенной системы. Эффектив�
ным средством преодоления указанных проблем
является применение специальных методов сни�
жения размерности данных.

В работе [10] показано, что в процессе анализа
экологических пространственных данных часто
необходимо моделировать зависимости, сформиро�
ванные динамическим пространственно�времен�
ным процессом. В то же время во многих случаях
используется обобщенная линейная смешанная
модель (Generalized Linear Mixed Model, GLMM) со
случайным эффектом учета пространственной за�
висимости. Предложен динамический подход к
учету пространственной зависимости, который
включает в себя информацию о процессе формиро�
вания пространственно�временных данных.

Значительное количество пространственно�
временных процессов формируют наборы данных,
которые содержат существенное количество нуле�
вых значений [11]. Отмечено, что в таких случаях
наиболее распространенным подходом является
использование моделей с двумя независимыми ча�
стями. В работе рассмотрены методы повышения
робастности таких моделей. Предложены про�
странственно�временные структуры для вывода
базового пространственно�временного поведения
исследуемого процесса. В то же время предложены

средства повышения робастности моделей.
Проблема снижения размерности данных при

идентификации непараметрических моделей и ме�
тод ее решения рассмотрены в работе [12]. Полу�
ченные результаты моделирования позволили сде�
лать вывод о том, что во многих случаях снижение
размерности выгодно с точки зрения уменьшения
ошибки. Результаты моделирования также указы�
вают на то, что при уменьшении размерности непа�
раметрические модели в определенных условиях
могут быть альтернативой параметрическим моде�
лям.

Для решения задачи прогнозирования данных
большой размерности в работе [13] рассмотрена
модель, построенная с применением метода опор�
ных векторов. Предложено развитие данного под�
хода с применением ядерных операторов. Показа�
но, что задачу снижения размерности целесообраз�
но решать в пространстве нелинейных ядер, при
этом для прогнозирования и представления моде�
ли предложено использовать радиальную базис�
ную функцию. Вместо того, чтобы продолжать ра�
спределение в оригинальном пространстве функ�
ции SVM, уменьшение размерности выполняется в
пространстве функций ядра. Следует отметить,
что предложенный метод обеспечивает снижение
размерности и позволяет избежать избыточности
модели.

В работах [14] представлены результаты фор�
мализации и анализа процесса обогащения рудно�
го сырья в условиях неопределенности. Указано,
что решение задачи оптимизации процесса упра�
вления затруднено пространственной распределен�
ностью и большим количеством параметров объек�
та. Обоснована необходимость применения мето�
дов снижения размерности для повышения каче�
ства управления, в частности, с применением
средств регрессионного анализа.

Осуществление регрессионного анализа харак�
теризуется рядом вычислительных проблем, в
частности мультиколлинеарностью [15]. Преодо�
ление данной проблемы предложено осуществлять
путем оптимизации с формированием соответ�
ствующей целевой функции. Указано, что такой
подход обеспечивает повышение точности модели.
Анализ полученных результатов показал, что
ошибка прогнозирования модели пониженной раз�
мерности не превышает ошибку модели полной
размерности.

В работе [16] для решения проблемы высокой
размерности предложено совместить модельное об�
учение методом наименьших квадратов условной
энтропии. Указанный метод одновременно выпол�
няет оценку передаточных функций и снижение
размерности. Проведенные экспериментальные ис�
следования позволили сделать вывод о перспектив�
ности метода наименьших квадратов условной эн�
тропии при решении задач большой размерности.

Динамические системы, описываемые обычны�
ми дифференциальными уравнениями или диффе�
ренциальными алгебраическими уравнениями,
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рассмотрены в работе [17]. Следует отметить, что в
предложенном подходе физические параметры за�
меняются случайными величинами для количе�
ственного описания неопределенности. Исследова�
ны два подхода к построению моделей пониженной
размерности. Во�первых, снижается размерность
стандартного базиса путем исключения базисных
функций, для которых сопутствующие нормы
Харди относительно невелики. Во�вторых, для си�
стемы Галеркина применяется процедура умень�
шения размерности, которая позволяет опреде�
лить новые базисные функции в рамках предста�
вления пониженной размерности. Результаты чи�
словых экспериментов позволяют сделать вывод о
том, что данный подход является перспективным.

В работах [18, 19] рассмотрены методы реше�
ния задачи моделирования и управления систе�
мой, которая характеризуется распределенностью
параметров. В качестве примера взят процесс обо�
гащения рудного сырья в условиях технологиче�
ской линии. Показано, что синтез управления ука�
занными процессами существенно усложняется
большим количеством контролируемых параме�
тров на каждой стадии технологической линии.
Следовательно, в данном случае целесообразно
применение методов снижения размерности.

Большинство существующих методов сниже�
ния размерности принимают матрицу сходства для
формирования структуры данных, а затем эта ма�
трица вычисляется с помощью определенной степе�
ни расстояния, чаще всего – эвклидовой [20]. Отме�
чено, что евклидово расстояние может моделиро�
вать только статическую структуру данных, а вну�
тренняя информация о динамической структуре,
как правило, игнорируется. Для преодоления этой
проблемы предложены соответствующие методы
снижения размерности. Упомянутые методы осно�
ваны на вероятностно обоснованном эффективном
расстоянии. Анализ результатов проведенных экс�
периментов показал, что разработанные методы ха�
рактеризуются достаточной эффективностью.

Выделяют два подхода к формированию про�
странственно�временной модели распределенной
системы [7]. Первый подход заключается в получе�
нии сигнала на выходе системы при подаче на вход
комбинации единичных импульсных функций во
временной и пространственной областях [6]. Вто�
рой подход предполагает определение выходного
сигнала объекта при подаче на вход собственных
вектор�функций оператора объекта. При таком
условии распределенный объект представляют как
бесконечное множество независимых контуров,
которые являются условно сосредоточенными.
При этом для каждого из них передаточные функ�
ции представлены отношением аналитических
функций целого типа.

В работе [8] проанализированы особенности ос�
новных форм описания распределенных объектов.
Отмечается, что особенностью распределенных си�
стем является тот факт, что во входных и выход�
ных сигналах выделяют пространственные соста�

вляющие. Поэтому в распределенных системах
необходимо добавить пространственную форму к
временным входным воздействиям.

Подход, рассмотренный в работе [21], предпо�
лагает, что для моделирования распределенных
систем целесообразно использовать нейронные се�
ти. По мнению авторов работы, такой подход целе�
сообразен в том случае, когда функция, описываю�
щая объект управления, характеризуется следую�
щими свойствами: является композицией простых
элементов, ее структура определяется подбором
параметров из конечного набора, процедура подбо�
ра устойчива к возмущениям начальных данных и
ошибкам вычисления. Отмечено, что аналитиче�
ское решение допускает небольшое число задач, а
существующие методы приближенного решения
подобно сетевым методам позволяют выполнить
только поточечную аппроксимацию или выдвига�
ют специальные требования к набору функций,
при помощи которых осуществляют аппроксима�
цию. Наиболее важным преимуществом нейросе�
тевой модели является ее устойчивость по отноше�
нию к ошибкам в данных – неточностям при опре�
делении коэффициентов уравнений, погрешностей
вычислений, начальных и граничных условиях.

Цель и задачи исследования
Целью работы является повышение точности

динамических пространственно�временных мате�
матических моделей взаимосвязанных процессов
для систем управления обогатительными агрегата�
ми технологической линии.

Достижение поставленной цели требует реше�
ния следующих задач:
1. Обосновать подход к моделированию процессов

обогащения железорудного сырья как про�
странственно�временных структур с распреде�
ленными параметрами с учетом показателей
отдельных технологических стадий по всему
спектру гранулометрической характеристики
перерабатываемой руды.

2. Выбрать метод снижения размерности моделей
объектов управления обогатительного произ�
водства как распределенных структур.

Материалы и методы исследования
Решение проблемы повышения эффективности

процессов управления обогащением рудного сырья
является одним из наиболее важных составляю�
щих обеспечения устойчивого развития горных
предприятий. Такой подход требует наличия каче�
ственной информации о процессе, формирования
соответствующей базы данных и их последующей
обработки для построения адекватных и эффек�
тивных математических моделей процессов и си�
стем.

Технологические агрегаты обогатительного
производства как объекты управления могут быть
представлены как некоторые операторы, преобра�
зующие векторы параметров входа–выхода [2, 3],
учитывая при этом управляющие воздействия:
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(1)

где F – оператор, представляющий технологиче�
скую линию обогащения руды; X – вектор состоя�
ния; U – вектор управляющих воздействий.

В качестве управляющих воздействий в (1) мо�
гут выступать, в частности [2, 3]: расход руды и во�
ды в мельницу, расход пульпы и воды в классифи�
катор, расход пульпы и воды в гидроциклон, рас�
ход воды в зумпф, расход пульпы и воды в магнит�
ный сепаратор. Следует отметить, что приложение
управляющих воздействий к технологической ли�
нии обогащения осуществляется в обособленных
друг относительно друга точках. При этом пути
между данными точками характеризуются не
только запаздыванием, которое возникает как
следствие распределенности точек в пространстве,
но и определенными динамическими характери�
стиками соответствующих технологических агре�
гатов, функционирующих в данной линии обога�
щения.

Выходные параметры отдельных стадий техно�
логической линии обогащения (например, измель�
чение) необходимо рассматривать как входные для
следующей стадии:

(2)

где F – операторы, представляющие отдельные
технологические агрегаты, стадии или циклы ли�
нии обогащения руды l=1,L


; L – количество агре�

гатов (стадий, циклов). Таким образом, при моде�
лировании целесообразно учитывать, что в соот�
ветствии с (2) управляющее воздействие, прило�
женное в начале технологической линии, оказыва�
ет воздействие не только на технологический агре�
гат, перед которым находится точка его приложе�
ния, но также и на все последующие агрегаты.

В соответствии с результатами исследований
[2] для количественной оценки рудного материала
кроме показателя распределения минеральных ча�
стиц () по фракциям с различными физическими
свойствами  целесообразно использовать также
показатель распределения ценных компонентов
(). Для количественной оценки эффективности
работы технологических аппаратов используют се�
парационные характеристики, которые определя�
ют величину извлечения  минеральных фракций
в продукты обогащения. Сепарационная характе�
ристика представляет собой непрерывную функ�
цию (), которая определяет зависимость извле�
чения элементарных фракций [,+] в концен�
трат от физического свойства . К примеру, для
замкнутого цикла измельчения руды, состоящего
из мельницы и спирального классификатора, для
каждой разновидности руды имеется оптималь�
ный режим измельчения, который обеспечивает
наибольшее содержание заданного класса крупно�

сти в готовом продукте при заданной производи�
тельности [2, 3]. Поддержание необходимой плот�
ности и выхода песков обеспечивает наилучшее ка�
чество слива по содержанию контрольного класса
крупности.

Элементами векторов выходных параметров
X
–

1…X
–

L– технологических агрегатов являются их
качественные и количественные показатели на �м
этапе технологического процесса, =1,L


. В процес�

се осуществляется изменение характеристических
функций заданной физического свойства: массо�
вой доли частиц  () в общей массе и содержания
полезного компонента в них (). Например,
функция крупности  характеризует распределение
по классам частиц рудного материала (d) и содер�
жание полезного компонента (d) классах. Харак�
теристики сырья технологической линии обогаще�
ния обозначим индексом 0: 0(d), 0(d), тогда ха�
рактеристики продукта технологической линии
будут иметь индекс последней технологической
операции =L: (d), (d).

(3)

где  – массовая доля отдельных классов, %;  –
массовая доля железа в отдельных классах круп�
ности, %;  – удельные затраты электроэнергии
данного технологического агрегата, кВт·ч/т; d –
размер частиц руды, мм;  – индекс технологиче�
ской операции; L – количество технологических
операций.

На рис. 1 представлен пример распределения
железа по девяти классам крупности (рис. 1, а) и
выход частиц данных классов в начальной точке
(рис. 1, б) технологической линии (разгрузки
мельницы 1�й стадии) и в конечной точке (магнит�
ный продукт 4�й стадии) [22, 23].

Для каждой минералого�технологической раз�
новидности руды для лучшего раскрытия полезно�
го компонента необходимо сформировать соответ�
ствующий размерам вкраплений гранулометриче�
ский состав частиц рудного материала.

То есть получить на выходе технологической
линии заданную функцию распределения полезно�
го компонента в классах ||L(d)–L

*(d)||min и за�
данную гранулометрическую характеристику
твердой фазы пульпы ||L(d)–L

*(d)||min.
Для представления распределения частиц твер�

дой фазы пульпы по крупности использован метод,
который предложен в работе [2]. В соответствии с
данным методом непрерывное распределение (d),
(d) определяется на некотором множестве точек
d0,d1,d2,…,dNd и представляется вектор�столбцом
порядка Nd1 разниц значений функции в после�
довательных точках. В результате функции ра�
спределения по крупности (d), (d) аппроксими�
руются по точкам определения функции. Преиму�
ществом данного метода является возможность
выбора точек определения функции в соответствии
с системой оценки гранулометрического состава
(размерами сит) в условиях определенного техно�
логического процесса, а также возможность непо�
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средственно оперировать числовыми значениями
функции распределения без дополнительных пре�
образований, что обеспечивает одинаковое пред�
ставление распределений произвольного вида.

Рис. 1. Функции распределения полезного компонента и выход
классов крупности частиц рудного материала в началь�
ной и конечной точке технологической линии обогаще�
ния

Fig. 1. Functions of useful component distribution and yield of par�
ticle size classes of ore material at the initial and final point
of the processing line of enrichment

Следует отметить, что синтез модели суще�
ственно усложнен большим количеством параме�
тров технологического процесса. Характерной осо�
бенностью технологических комплексов обогати�
тельных фабрик как объектов управления являет�
ся наличие в их структуре последовательных ста�
дий обогатительных процессов. На каждой стадии
задействуют несколько технологических агрега�
тов, что делает систему взаимосвязи между ними
достаточно сложной. Также в системе взаимосвязи
присутствуют рециклы – обратные связи, которые
могут связывать агрегаты как одной, так и различ�
ных стадий.

Графики выхода классов крупности твердых
частиц пульпы, в различных точках технологиче�
ской линии обогащения, определенные по резуль�
татам измерений, находящихся у мест приложе�

ния управляющих воздействий, представлены на
рис. 2.

На рис. 3 представлены графики функции ра�
спределения железа по классам крупности твер�
дых частиц пульпы, распределенной по технологи�
ческой линии обогащения [22, 23].

На рис. 2, 3 приняты следующие обозначения
точек измерения: 1, 6, 12 – разгрузка соответ�
ственно 1�й, 2�й и 3�й стадии измельчения; 2, 8,
13 – сливы соответственно 1�й, 2�й и 3�й стадии
классификации; 3, 4 – магнитный продукт соот�
ветственно первого и второго приема 1�й стадии
магнитной сепарации; 7, 10, 15 – магнитный про�
дукт соответственно 2�й, 3�й и 4�й стадии магнит�
ной сепарации; 5, 9, 11, 14 – пески соответственно
1�й, 2�й, 3�й и 4�й стадии классификации.

Как видно на рис. 2, 3, распределения по техно�
логической линии соответственно выхода классов
крупности твердых частиц пульпы и содержания
железа в данных классах крупности претерпевают
существенные изменения после каждого техноло�
гического агрегата. Это выражается в увеличении
доли мелких частиц твердой фазы пульпы и сокра�
щении доли крупных частиц, соответственно уве�
личивается и содержание железа в мелких части�
цах.

Как было показано выше, задачей управления
является формирование такой сепарационной ха�
рактеристики на выходе последнего технологиче�
ского агрегата (точка 15 на рис. 2, 3), которая обес�
печивает максимальное извлечение полезного
компонента в концентрат. Следовательно, форми�
рование управления каждым технологическим аг�
регатом должно быть направлено на достижение
этой общей для всей технологической линии цели.

Поверхности распределенных по технологиче�
ской линии обогащения показателей выхода клас�
сов крупности и содержания полезного компонента
в них представлены соответственно на рис. 4, а, б.

Таким образом, в процессе управления техно�
логической линией обогащения железорудного
сырья необходимо учитывать значительное коли�
чество параметров, распределенных по всей протя�
женности технологической линии. Как показано
выше, для типовой технологической линии кон�
троль и приложение управляющих воздействий
производят в 15 точках, существенно удаленных
друг относительно друга. При этом в каждой точке
контролируют большое количество параметров.
Рассмотренная технологическая схема имеет
15 точек контроля, в каждой из которых произво�
дят контроль гранулометрического состава частиц
рудного материала по 9 классам крупности, а так�
же – контроль содержания полезного компонента
в классах крупности. Следовательно, общее коли�
чество параметров составит (9+9)15=270. С уче�
том одного управляющего воздействия для каждо�
го из пятнадцати технологических агрегатов коли�
чество параметров возрастает до 285.

В уравнении, которое описывает процесс обога�
щения железорудного сырья, в соответствии с из�
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ложенными выше положениями, следует учесть
динамику распределения характеристик рудного
материала в двух областях: пространственной и
временной. Для этого введем соответствующую пе�
ременную d(,t), которая обозначает изменение во
времени содержания железа в классах крупности
рудного материала с учетом его распределения по

всей протяженности технологической линии обо�
гащения:

(4)
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Рис. 2. Распределение по технологической линии выхода классов крупности твердых частиц пульпы

Fig. 2. Distribution on a technological line of an output of coarseness classes of pulp solid phase



с предельными d(0,t)0 и начальными условиями
d(,0)=0

d(). Методы осуществления декомпози�
ции систем, которые описываются дифференциаль�
ными уравнениями в частных производных перво�
го и второго порядка, в пространственной и времен�
ной областях представлены в работах [24–27].

Пространственно�временная переменная d(,t)
распределенной системы управления может быть

расширена рядом пространственных базисных
функций {i()}i=1. Для этого выполняют аппрокси�
мацию функции рядом Фурье [28]:

(5)

Для получения модели вида (4), которая будет
применима на практике, следует упорядочить ба�

1

( , ) ( ) ( ).d d
i i

i

t t  
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Рис. 3. Распределение по технологической линии функции содержания железа в классах крупности твердых частиц пульпы

Fig. 3. Distribution of iron content function in the classes of pulp solid phase



зисные функции в выражении (5) по возрастанию
частоты. После чего оставить первые n функций,
выбрав n таким образом, чтобы обеспечить необхо�
димую точность математической модели [24, 29]:

(6)

Выполненная декомпозиция на пространствен�
ную и временную компоненты позволит предста�

вить исходные уравнения процесса обогащения ру�
ды в частных производных в виде системы конеч�
ной размерности [24]. Восстановление простран�
ственно�временной системы осуществляют при по�
мощи пространственно�временного синтеза.

На основе результатов исследований [30], вы�
полненных для нелинейных динамических про�
цессов с распределенными параметрами в усло�
виях промышленного производства, можно сде�
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Рис 4. Распределение по технологической линии обогащения: а) выход классов крупности; б) содержание железа общего в промпродукте

Fig. 4. Distribution by enrichment processing line: a) yield of the fineness classes of the pulp solid phase; b) total iron content in the product
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лать вывод о том, что использование метода Кару�
нена–Лоева является целесообразным для иденти�
фикации пространственных базисных функций в
модели (6), при одновременном использовании
временных функций Лагерра. Преобразование Ка�
рунена–Лоева сигнала d (t) является разложением
сигнала по базису ортогональных функций [24]:

где K(t,s) – корреляционная функция. Основная
идея данного подхода заключается в существова�
нии и использовании связанного со свойствами
сигнала d(t) ядра.

Задача вычисления наиболее характерной про�
странственной структуры {i(x)}n

i=1 среди репрезен�
тативных данных процесса обогащения руды
{d(,t)}N,L

i=1,t=1 решена путем минимизации целевой
функции [24]:

(7)

Ограничение (i(),i())=1, i=1,n


в задаче (7)
наложено для того, чтобы гарантировать един�
ственность функции i(). Пространственно�вре�
менная динамика процесса обогащения разделена
на ортонормированные пространственные и вре�
менные моды, используя сингулярное разложе�
ние:

(8)

где сингулярные величины i(t) обозначают значи�
мость мод, левые сингулярные функции i(t) пред�
ставляют пространственные моды, а правые сингу�
лярные функции i(t) – временные моды.

При разложении m�порядка решением будут
первые n пространственных мод. В случае, когда
отсутствует точное описание процесса обогащения
руды уравнениями динамики в частных производ�
ных вида (8), возникает необходимость идентифи�
кации системы по входным и выходным данным с
помощью метода минимизации ошибки прогнози�
рования [24].

Результаты исследования
Правильные выводы о качестве ведения техно�

логического процесса можно сделать только на ос�
нове достаточно большого количества данных о
выходе различных по составу и крупности классов
исходного материала в конкретных условиях обо�
гатительного производства. Информация о такой
сложной системе частиц, как реальная пульпа, мо�
жет быть представлена совокупностью фракцион�
ных выдержек или разграничительных цифр по

каждой элементарной категории долей (классов) с
известным параметром разделения и крупностью.
Чем больше число классов, на которые разбит ча�
стицы материала, поступающего на обогащение,
тем полнее будет расчетная информация для тех�
нолога или проектировщика о поведении этого ма�
териала в зоне сепарационных агрегатов. На осно�
ве полученных данных можно регулировать про�
цесс обогащения, изменяя скорость подачи мате�
риала (производительность), магнитную силу
(магнитная сепарация), реагентный режим (фло�
тация) и другие при условии заданного объема
изъятия долей полезного компонента в концентрат
[31].

Наиболее точную оценку качества работы тех�
нологических агрегатов обогатительного произ�
водства может дать информация о содержании по�
лезного компонента по всему спектру грануломе�
трической характеристики перерабатываемой ру�
ды. Поскольку эта характеристика является нели�
нейной функцией с большим количеством вход�
ных и выходных параметров, модель этих объек�
тов имеет высокую размерность, что делает ее неу�
добной для анализа и использования при формиро�
вании управления технологическим процессом.

Уменьшение размерности данных является эф�
фективным инструментом для работы с многомер�
ными данными. Цель редукции заключается не
только в снижении вычислительной сложности, но
и в стремлении структурировать полученную ин�
формацию, выделить основные составляющие ис�
следуемого процесса.

Вектор сигналов технологической линии обога�
щения железорудного сырья (3) в момент времени
t, который в общем виде может быть представлен
следующим образом:

целесообразно преобразовать в вектор

где P'<<P, то есть вектор существенно меньшей
размерности, состоящий из наиболее информатив�
ных переменных входного вектора.

В то же время элементы вектора R–(t) определя�
ют по совокупности входных признаков X–(t), на�
пример их линейных комбинаций. Соотношение
между векторами R–(t) и X–(t) представим как [32]:

где  – оператор преобразования в пространство
меньшей размерности. Применение данного под�
хода позволит повысить эффективность идентифи�
кации распределенных процессов обогащения руд�
ного материала. При формировании управляющих
воздействий следует выполнить обратное преобра�
зование к пространству исходной размерности:

где –1 – оператор преобразования в пространство
начальной размерности.
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С точки зрения характера исходных данных
методы снижения размерности классифицируют
на две категории: линейные и нелинейные. По сте�
пени сохранности геометрической структуры ре�
дукции они включают в себя локальный и глобаль�
ный подход.

Методы моделирования многообразия (Mani�
fold Learning) можно разделить на три категории
[33]: глобальное сопоставление линейной модели,
нелинейный метод сохранения локального свой�
ства и нелинейный метод сохранения глобального
свойства. Основные отличия глобального и ло�
кального метода лежат в локальной структуре.

В табл. 1 перечислены основные характеристи�
ки рассматриваемых методов снижения размерно�
сти: параметрический характер отражения между
многомерным и маломерным пространствами; сво�
бодные параметры, которые должны быть оптими�
зированы; вычислительная сложность алгоритма;
необходимый объем оперативной памяти [33].

Таблица 1. Свойства методов снижения размерности

Table 1. Properties of methods for dimension reduction 

Анализ свойств, приведенных в табл. 1, пока�
зывает:
1) Большинство методов снижения размерности

не является параметрическими. Это означает,
что метод не определяет прямое отражение с
многомерного в маломерное пространство (или
наоборот).

2) Функции большинства нелинейных методов
имеют свободные параметры, которые должны
быть оптимизированы. Под свободными пара�
метрами понимаются те что непосредственно
влияют на функцию стоимости, которая опти�
мизируется. Невыпуклые методы снижения
размерности имеют дополнительные свободные
параметры, такие как скорость обучения и гра�
ничное число итераций. Кроме того, метод LLE
использует при исчислении параметр регуля�
ризации реконструкции весов.

3) Вычислительная сложность алгоритма имеет
важное значение для его практической приме�
нимости. Вычислительная сложность в этом
случае определяется следующими факторами:
свойствами набора данных: количеством точек
входных данных n и их размерностью D; пара�

метрами метода: числом ближайших соседей k
(для методов, основанных на графах), числом
итераций i (для итерационных методов), отно�
шением ненулевых элементов в разреженной
матрице к общему количеству элементов; коли�
чеством m локальных моделей анализаторов
факторов в LLC.
Рассмотрим результаты исследования основ�

ных подходов к снижению размерности на приме�
ре трехмерного множества нормированных харак�
теристик рудного материала (рис. 5).

Рис. 5. Результат кластеризации входных данных

Fig. 5. Result of input clustering

Для сравнения эффективности различных ме�
тодов использована информация о разделении маг�
нитным сепаратором измельченных частиц в же�
лезорудной пульпе. Каждая минералого�техноло�
гическая разновидность пульпы характеризуется
несколькими параметрами. Набор данных пред�
ставляет собой совокупность фракционных выдер�
жек или разграничительных цифр по каждой эле�
ментарной категории долей (классов) с известным
параметром разделения и крупностью.

Метод главных компонент (Principal Com�
ponents Analysis, PCA) позволяет получить пред�
ставление данных меньшей размерности, которое
описывает направление наибольшего изменения
входных данных [33]. Полученное линейное преоб�
разование T максимизирует выражение:

где covX–X
– – ковариационная матрица центрирован�

ных относительно начала координат данных Х. При�
менение данного метода позволило получить кор�
ректное отображение входных данных в простран�
ство меньшей размерности по 1,04–1,15 с. Результат
проецирования входных данных на первые две глав�
ные компоненты (k1,k2) представлен на рис. 6.

Нелинейный метод многомерного шкалирова�
ния (multidimensional scaling, MDS) [34, 35] сохра�
няет значения попарных расстояний между точка�
ми данных. Качество отображения описывается
функцией, которая оценивает разницу попарных
расстояний в начальном многомерном представле�
нии и полученном представлении меньшей размер�
ности. Примером такой функции является функ�
ция напряжения:

cov max,T
X XF T T


 

Метод снижения
размерности 

Method for di�
mension reduc�

tion

Параме�
тризация 
Parame�

terization

Свободные
параметры

Free parame�
ters

Вычислитель�
ная слож�

ность 
Computational

complexity

Объем опе�
ративной

памяти 
RAM size

PCA да yes
Отсутствуют

Absent
O(D3) O(D2)

MDS нет no k k O((nk)3)
Isomap нет no k k O(n3)

LLE нет no k k O(pn2)
Hessian LLE нет no k k O(pn2)

Laplacian EM нет no k,  k,  O(pn2)
Diffusion maps нет no , t , t O(n3)

LTSA нет no k k O(pn2)
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где ||xi–xj|| – Эвклидово расстояние между точками
данных большей размерности; ||yi–yj|| – Эвклидово
расстояние между точками данных меньшей раз�
мерности.

Рис. 6. Результат снижения размерности с помощью метода
PCA

Fig. 6. Result of dimension reduction using the PCA method

Альтернативой рассматриваемой функции мо�
жет быть функция стоимости Сэммона, которая
делает больший акцент на сохранении сначала ма�
лых расстояний:

Минимизация функции напряжения выполне�
на с использованием метода сопряженных гради�
ентов [34]. Время получения отображения вход�
ных данных в пространство меньшей размерности
при использовании данного метода составило
21,07–22,86 с. Графическое представление ре�
зультата проецирования входных данных на пер�
вые две главные компоненты (k1,k2) методом MDS
представлено на рис. 7.

Рис. 7. Результат снижения размерности с помощью метода
MDS

Fig. 7. Result of dimension reduction using the MDS method

Недостатком метода многомерного шкалирова�
ния является то, что он не позволяет учитывать ра�
спределение прилегающих точек, поскольку осно�
вывается на Эвклидовых расстояниях [33]. Напри�
мер, в случае, когда многомерные данные относят�

ся к криволинейном многообразиям, расстояние
между ними может быть значительно больше, чем
Эвклидово. В этом случае целесообразно использо�
вать метод Isomap [36], учитывающий криволи�
нейное расстояние между точками данных. Геоде�
зические расстояния между точками в Isomap вы�
числяются с помощью построения графа. При этом
каждая точка связана с ее k ближайшими соседями
во множестве данных X. Самый короткий путь
между двумя точками графа, который оценивает
криволинейное расстояние между двумя точками,
определяется с помощью алгоритма Дийкстры
[37, 38]. Результат проецирования входных дан�
ных на первые две главные компоненты (k1,k2) с по�
мощью метода Isomap представлен на рис. 8.

Рис. 8. Результат снижения размерности с помощью метода
ISOMAP

Fig. 8. Result of dimension reduction using ISOMAP method

Метод диффузных карт основывается на анали�
зе процесса Марковского случайного перемещения
на пространстве данных. Первым этапом метода
диффузных карт (Diffusion Maps, DM) [39, 40] яв�
ляется формирование графа данных. При вычисле�
нии матрицы W весов ребер графа использованы
гауссовы ядерные функции. Затем на основе матри�
цы W вычисляется нормированная матрица p(1):

Матрица p(1) представляет вероятность перехода
от одной точки данных к другой за единицу време�
ни. Матрица переходов вперед для t�й единицы
времени p(1) определяется (p(1))t. На основе вероятно�
стей перехода p(t)

ij определяется расстояние распро�
странения:

где (xi)(0)=mi/jmj – коэффициент, придает больше
веса элементам графа с большей плотностью,
mi=jpij – степень узла. Из данного уравнения мож�
но увидеть, что пары точек с большей вероятно�
стью перехода имеют меньшее расстояние распро�
странения. Вычисление расстояния распростране�
ния основывается на многих путях графа, что обес�
печивает большую устойчивость к шумам, чем гео�
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дезическое расстояние. Ненулевые главные соб�
ственные вектора для формирования представле�
ния меньшей размерности Y, которое позволяет
сохранить расстояние распространения, находят
из выражения:

P(t)Y=Y.
Собственные векторы в представлении мень�

шей размерности являются нормируемыми по со�
ответствующим собственным значениям:

Y={2v2, 3v3,...,d+1vd+1}.
Результат проецирования входных данных на

первые две главные компоненты (k1, k2) с помощью
метода диффузных карт представлен на рис. 9.

Рис. 9. Результат снижения размерности с помощью метода
Diffusion Map

Fig. 9. Result of dimension reduction using the Diffusion Map
method

Сравнение качества получаемых данных низ�
кой размерности осуществлялось путем оценки
степени сохранности локальной структуры дан�
ных. Оценка выполнялась двумя способами [41]:
путем оценки ошибки классификации k�ближай�
шего соседа для классификаторов, обучающихся
на низкоразмерных представлениях данных.
Классификация данных в низкоразмерных про�
странстве проводилась при k=12; путем оценки до�
стоверности и непрерывности представлений ма�
лой размерности.

Степень достоверности определяется как:

где r(i,j) – ранг точки данных J в низкоразмерных
пространстве в соответствии с вычисленными попар�
ными расстояниями между низкоразмерными точ�
ками данных; переменная U указывает на то множе�
ство точек, которые являются одними из K ближай�
ших соседей в низкоразмерном пространстве. Мера
непрерывности определяется по формуле:

где r(i,j) – ранг точки данных J в пространстве вы�
сокой размерности, вычисленный в соответствии с
попарными расстояниями между высокоразмер�

ными точками данных; переменная V указывает
на то множество точек, которые являются одними
из K ближайших соседей в пространстве высокой
размерности.

Обсуждение результатов
Ошибки обобщения k�Nn достоверности и не�

прерывности позволяют оценить степень сохран�
ности локальной структуры данных. Оценка каче�
ства на основе ошибки обобщения, надежности и
непрерывности имеет важное преимущество перед
оценкой ошибки реконструкции, так как для ус�
пешной визуализации или классификации дан�
ных их локальная структура должна быть сохра�
нена.

В табл. 2 приведены ошибки обобщения k�Nn
классификаторов и соответствующие значения до�
стоверности, полученные путем применения раз�
личных методов снижения размерности.

Таблица 2. Анализ методов снижения размерности данных

Table 2. Analysis of the data reduction methods

Таким образом, при формировании математи�
ческих моделей процессов обогащения руды целе�
сообразно выполнять снижение размерности, при�
меняя нелинейные методы (Isomap, Laplacian Ei�
genmap). Вместе с тем названные методы после
преобразования данных не позволяют обеспечить
оптимальные условия для классификации. Вслед�
ствие этого кроме нелинейного преобразования
пространства необходимо увеличивать различи�
тельную способность признаков с применением
анализа главных компонент.

Вычисленные значения результативности ме�
тодов снижения размерности с использованием
функции стоимости Сэммона приведены в табл. 3.

Наилучшие результаты были получены мето�
дом диффузных карт, при этих обстоятельствах
ошибка Сэммона составила =2,6 %, ()=0,011,
среднее время выполнения T=0,127 c.

Выводы
1. Основываясь на том, что конечные результаты

работы обогатительной фабрики зависят от
множества входных параметров и результатов
функционирования комплекса взаимосвязан�

Метод 
Method

Установки
параме�

тров 
Parameter

settings

Ошибки обобще�
ния классифика�

торов (%) 
Classifiers genera�
lization errors (%)

Достовер�
ность 

Reliability

Непрерыв�
ность 

Continuity

PCA нет/no 5,15 0,95 0,92
MDS 5k15 4,68 0,82 0,96

Isomap 5k15 4,98 0,85 0,73
LLE 5k15 4,97 0,71 0,75

Hessian LLE 5k15 4,11 0,52 0,63

Laplacian EM
5k15
=1 4,65 0,85 0,79

Diffusion Maps
10t100
=1 3,86 0,93 0,94

LTSA 5k15 3,62 0,59 0,64
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ных технологических агрегатов, предложен ус�
овершенствованный подход к моделированию
процессов обогащения железорудного сырья
как пространственно�временных структур с ра�
спределенными параметрами с учетом показа�
телей отдельных технологических стадий по
всему спектру гранулометрической характери�
стики перерабатываемой руды.

2. Для снижения размерности моделей объектов
управления обогатительного производства,
представленных как распределенные структу�
ры, преобразовывающие содержимое и выход
полезного компонента по всему спектру грану�
лометрической характеристики руды, целесо�
образно использовать метод диффузных карт,
при этом ошибка Сэммона составила 2,6 %.
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Таблица 3. Результативность методов снижения размерности
данных

Table 3. Effectiveness of the data reduction methods 
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Error 


Стандартное отклонение
ошибки 

Error standard deviation
()

Среднее время 
выполнения 
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time T, с
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LLE 0,241 0,018 0,36894
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Laplacian EM 0,264 0,019 0,14284

DM 0,026 0,011 0,12676

LTSA 0,317 0,012 0,06873
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The relevance of the research is caused by the need to improve the accuracy of mathematical models of nonlinear dynamic processes
of iron ore raw materials enrichment. This direction of improving the modeling tools for complex systems will make better the control of
enrichment and the quality of the final products.
The main aim of the research is to increase the accuracy of dynamic spatiotemporal mathematical models of interrelated processes for
control systems of the technological enrichment line of ore represented by mineralCtechnological varieties.
Objects: dynamic spatiotemporal mathematical models of interrelated processes for control systems of the technological ore enrichment line.
Methods: systematization and analysis of the developed methods of mathematical modeling of distributed interrelated processes,
methods of mathematical statistics and probability theory for processing experimental results, computer information and software
technologies for implementing the developed approaches.
Results. The authors have proposed the improved approach for modeling iron ore raw material enrichment as spatioCtemporal strucC
tures with distributed parameters, taking into account the indices of individual technological stages throughout the spectrum of the graC
nulometric characteristics of the processed ore. To reduce the dimensionality of the models represented as distributed structures of conC
trol objects, which transform the content and yield of the useful component over the entire spectrum of ore granulometric characteC
ristics, it is advisable to use the method of diffusion maps, in this case the Sammon’s error was 2,6 %.
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