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МОДЕЛЮВАННЯ ХАРАКТЕРИСТИК ОБ’ЄМНО-ЯКІСНИХ ПОКАЗНИКІВ  
ПОТОКІВ ЗАЛІЗОРУДНОЇ МАСИ КАР’ЄРІВ І ШАХТ 

 

Мета. Метою даної роботи є розробка методу моделювання відособлених і взаємозалежних динамічних рядів 
об’ємно-якісних характеристик корисних копалин для прогнозування вмісту якісних показників залізистих кварцитів 
на дільницях родовища. Побудову моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак динамічних рядів і 
використання базуємо на методах аналізу тимчасових рядів. 

Методи дослідження. Моделювання взаємозалежних динамічних рядів вмісту якісних показників корисних 
копалин пов’язане з узагальненням методу для ізольованих рядів вмісту якісних показників корисних копалин. Один 
з них пов’язаний з побудовою адаптивних моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак динамічно-
го ряду вмісту якісних показників корисних копалин множинної регресії, інший – з побудовою дискретних лінійних 
моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак передаточних функцій та критерію стійкості, які осно-
вані на використанні ідеї метода Бокса-Дженкінса. Для моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак 
динамічних рядів вмісту якісних показників корисних копалин третього і більш високого порядку, використано 
алгоритм Марквардта, а для нелінійного методу – метод найменших квадратів. 

Наукова новизна. Розглянуто приклади, для ілюстрації методики послідовних операцій ідентифікації моделей 
прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак відособлених рядів вмісту якісних показників залізорудної маси 
для дільниць родовищ Кривбасу, визначення центрованої постійної моделі прогнозування характеристик об’ємно-
якісних ознак і розрахунку прогнозних оцінок вмісту якісних показників корисних копалин. Запроектовано рекомен-
дації стосовно технології прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак окремих рівнів залізорудних потоків з 
невеликими інтервалами дискретності. 

Практична значимість. Рекомендовано методику моделювання взаємозалежних динамічних рядів вмісту які-
сних показників корисних копалин та методику побудови моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних 
ознак динамічних рядів вмісту якісних показників корисних копалин, обмежуючись двома взаємозалежними рядами 
вмісту якісних показників корисних копалин. 

Результати. Розглянуті моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак мають високі адаптивні 
властивості, високу точність прогнозування і можливість моделювання нестаціонарних динамічних рядів вмісту 
якісних показників корисних копалин, що досягнуто за рахунок ефективного статистичного аналізу інформації про-
гнозування характеристик об’ємно-якісних ознак окремих рівнів потоків залізорудної маси, які пов’язанні техноло-
гічними процесами з узагальненням методів прогнозування ізольованих рядів на взаємозалежні. 
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Проблема та її зв’язок з науковими та практичними завданнями. Побудова моделей 
прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак динамічних рядів вмісту якісних показни-
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ків корисних копалин і використання для прогнозування базується на методах аналізу тимчасо-
вих рядів вмісту якісних показників корисних копалин [1–3]. Найбільш завершений і доскона-
лий – метод Бокса-Дженкінса [2]. Основними перевагами моделей прогнозування характерис-
тик об’ємно-якісних ознак є високі адаптивні властивості, висока точність прогнозування і мо-
жливість моделювання нестаціонарних динамічних рядів вмісту якісних показників корисних 
копалин. Досягаємо це за рахунок ефективного статистичного аналізу інформації характерис-
тик об’ємно-якісних ознак окремих рівнів залізорудних потоків, які пов’язанні технологічними 
процесами з узагальненням методів прогнозування ізольованих рядів вмісту якісних показників 
корисних копалин на взаємозалежні. 

Аналіз досліджень і публікацій. У методі [4] модель прогнозування характеристик 
об’ємно-якісних ознак будують або за вихідними даними С1, С2,..., Сn, або за перекрученими 
(якщо ряд вмісту якісних показників корисних копалин не є стаціонарним). У загальному випа-
дку рівняння моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників буде 

qtqtttptpttt XXXX   ...... 22112211 ,   (1) 
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1 ; φi.– параметри авторегресії; θi – параметри ковзного середнього; εt – «білий 

шум» з постійною дисперсією. 
Процес обчислення моделювання динамічного ряду вмісту якісних показників корисних 

копалин пов’язаний з визначеннями величин р і q (ідентифікація моделі прогнозування харак-
теристик об’ємно-якісних ознак), оцінкою параметрів моделі φi в θi і діагностичної перевірки 
моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак на адекватність. Основним інстру-
ментом для ідентифікації моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників 
служать автокореляційна і частинна автокореляційна функції. Теоретичні властивості автоко-
реляційної функції процесу конкретного виду дозволяють ідентифікувати порядок ковзного 
середнього q. Аналогічним чином ідентифікуємо порядок авторегресії р виходячи з властивос-
тей частинної автокореляційної функції [1–3]. 

Постановка завдання. Оцінку моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних 
ознак динамічного ряду вмісту якісних показників корисних копалин здійснюємо у два етапи. 
Спочатку знаходимо початкові оцінки параметрів авторегресії і ковзний середнього незалежно 
один від одного. При цьому початкові оцінки параметрів Фi визначаємо з рівнянь Юла-Уоркера 
[2]. Параметри ковзного середнього θ1,θ2,…,θq знаходимо за допомогою простої ітеративної 
процедури. Для моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак динамічних рядів 
вмісту якісних показників корисних копалин більш високого порядку скористаємося алгорит-
мом Марквардта для нелінійного методу – метод найменших квадратів або однією з його мо-
дифікацій [1–3]. Після того як знайдені оцінки параметрів моделі прогнозування характеристик 
об’ємно-якісних ознак, які забезпечують мінімальні похибки прогнозування (у середньому), 
рівняння моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак використаємо для про-
гнозування вмісту якісних показників корисних копалин. 

Викладення матеріалу та результати. Початкові оцінки параметрів моделі прогнозуван-
ня характеристик об’ємно-якісних ознак вмісту якісних показників корисних копалин є досить 
наближеними. Остаточну оцінку моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак, 
що приводить до більш точного прогнозування, здійснюємо за допомогою мінімізації суми 
квадратів розбіжностей між реальними членами динамічного ряду і прогнозів, які зроблені на 
попередньому кроці. Мінімум цієї суми визначає «справжні» значення параметрів змішаної 
моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак авторегресії ковзного середнього 
позначаємо АРКС (р,q) і маємо 
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Для знаходження мінімуму функції S моделі прогнозування характеристик об’ємно-
якісних показників авторегресії ковзного середнього розроблені різні методи. У найпростішому 
випадку (р=0;1 і q=0;1) мінімум найпростіше знайти графічно. Для моделей третього і більш 
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високого порядку використаємо алгоритм Марквардта, а для нелінійного – метод найменших 
квадратів або одну з його модифікацій [4–7]. Після того як знайдені оцінки параметрів моделі 
прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників, які забезпечують у середньому мі-
німальні похибки прогнозу, рівняння моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних 
ознак буде використане для прогнозування вмісту якісних показників корисних копалин. Маю-
чи на увазі, що підібрана модель прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак є неадек-
ватною реального динамічного ряду вмісту якісних показників корисних копалин. Це обумов-
лено неправильною ідентифікацією порядків моделі р і q або не стаціонарністю вихідних да-
них. Стаціонарність вихідних даних знаходимо по поводженню автокореляцій. Якщо автокоре-
ляції мають тенденцію зберігати постійні значення, то ряд вмісту якісних показників корисних 
копалин, який досліджуємо не є стаціонарним [8–10]. У цьому випадку ряд вмісту якісних по-
казників корисних копалин необхідно перекрутити, взявши перші різниці, а при необхідності і 
різниці більш високого порядку, перейшовши до нового ряду 

ntCCW ttt ,...,3,2,1   .     (3) 
Модель прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників різницевого ряду кори-

сних копалин є змішаною моделлю прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак авто-
регресії проінтегрованого ковзного середнього позначаємо АРПКС (p,d,q), де d – порядок взят-
тя різниць. Як показують чисельні розрахунки по сотнях динамічних рядів вмісту якісних пока-
зників залізорудної маси для дільниць родовищ Кривбасу, порядки моделей прогнозування 
характеристик об’ємно-якісних показників р і q часто не перевищують 2, а порядок взяття різ-
ниць d дорівнює 0 або 1. Перевірку адекватності знайденої моделі прогнозування характерис-
тик об’ємно-якісних показників здійснюємо за допомогою діагностичних перевірок, викорис-
товуючи статистику X2. Якщо діагностична перевірка приводить до неадекватності моделі про-
гнозування характеристик об’ємно-якісних показників, процес оцінки повторюємо, змінивши 
порядок моделі. При використанні комп’ютерних технологій для знаходження параметрів мо-
делі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників процедура оцінки спрощена. 
Враховуючи, що р≤2 і q≤2, послідовно оцінюємо параметри конкуруючих моделей прогнозу-
вання характеристик об’ємно-якісних показників з різними р і q і вибираємо ту з них, для якої S 
мінімальна [8–10]. Потім здійснюємо діагностичну перевірку тільки для цієї моделі прогнозу-
вання характеристик об’ємно-якісних показників. 

Незважаючи на успішне вирішення теоретичних питань [1,2,8–10] у цій області, залиша-
ються ще труднощі практичної реалізації методу, які обумовлені складністю оцінки параметрів 
таких багатовимірних моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак і інтерпре-
тації результатів моделювання вмісту якісних показників корисних копалин. Однак аналіз ви-
користання багатомірних моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників на 
великому фактичному матеріалі дає обнадійливі результати. Для моделювання взаємозалежних 
динамічних рядів вмісту якісних показників корисних копалин використані два підходи. Пер-
ший з них пов’язаний з побудовою адаптивних моделей прогнозування характеристик об’ємно-
якісних ознак множинної регресії, другий – з побудовою дискретних лінійних моделей прогно-
зування характеристик об’ємно-якісних показників передаточних функцій та критерію стійкос-
ті [2,11,12]. Побудову адаптивних моделей прогнозування характеристик об’ємно-якісних 
ознак множинної регресії виконуємо на припущенні про лінійну залежність ряду вмісту якісних 
показників корисних копалин Yt, який досліджуємо з рядами X1,t, X2,t,...,XM,t, причому коефіцієн-
ти зв’язку не є постійними. Допустивши, що прогнозування на момент часу t+τ здійснюємо за 
допомогою рівняння множинної регресії 

tMtMttttt XXXy ,,,2,2,1,1 ,...,~   .    (4) 
Коректування вагових коефіцієнтів λi,t здійснимо по правилу, що використали в методі 

адаптивної авторегресії [4,14] 
;2 ,,, tittiti Xk   (i=1,2,…, M), 

де    ttt YY ~
 – похибки прогнозування вмісту якісних показників корисних копалин; λ′i,t – 

старе значення λi,t, яке отримали на попередньому кроці; 


M

i
tiXk

1

2
,2/ коефіцієнт адаптації; α – 

параметр адаптації, причому 0<α<2. 
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Оптимальне значення α знаходимо, як і у методі адаптивної авторегресії в процесі «на-
вчання» моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників. На початковому 
етапі будуємо звичайну модель прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників мно-
жинної регресії методом найменших квадратів. 

Другий підхід до моделювання взаємозалежних динамічних рядів вмісту якісних показни-
ків корисних копалин пов’язаний з узагальненням методу Бокса-Дженкінса для ізольованих 
рядів вмісту якісних показників корисних копалин. Розглянемо методику побудови моделей 
прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак, обмежуючись для простоти двома взає-
мозалежними рядами вмісту якісних показників корисних копалин Xt і Yt [15,16]. Якщо Yt і Xt – 
відхилення членів динамічних рядів від деякого рівноважного рівня відповідно на виході і вхо-
ді динамічної системи. Рівняння моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак 
показників авторегресії ковзного середнього буде мати вигляд 

sbtsbtbtrtrtt XXXYYY    ...... 11011 ,   (5) 
де δi і ωj – «лівобічні» та «правобічні» параметри моделі прогнозування характеристик об’ємно-
якісних показників; b – «параметр затримки». 

Використавши зрушення «назад» 1 tt YBY ; 2
2

 tt YYB  рівняння (5) запишемо у вигляді 
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r XBBYBBB     (6) 
або в більш компактному виді 
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де введені позначення  ;...)...1)( 10
2

21
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r

r BBYBBBB   
S

SBBB  ...)( 10 . 

Функція    ,
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)()(

B
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


       (8) 

є передаточною функцією моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників 
авторегресії ковзного середнього [15,16]. Враховуючи, що будь-яка динамічна система підда-
ється збурюванням Nt, рівняння моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показни-
ків (7) запишемо у вигляді 

tbtt NXBY  )( .     (9) 
Процедура ідентифікації моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак міс-

тить у собі моделювання ряду вмісту якісних показників корисних копалин Xt, зрівнювання 
спектрів обох рядів, оцінку автокореляцій зрівняного виходу і взаємних кореляцій зрівняних 
входу і виходу, оцінку функції відгуку на одиничний імпульс і виділення випадкового компо-
нента Nt [15,16]. Зрівнювання спектрів рядів вмісту якісних показників корисних копалин Xt і Yt 
здійснюємо за формулами 

 
 



p

i

q

j
jtjititt aXФXa

1 1
 ;  

 


p

i

q

j
jtjititt YФY

1 1
 ,  (10) 

де Фi, і θi, – параметри моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак авторегресії 
ковзного середнього, що отримані в результаті моделювання ряду вмісту якісних показників 
корисних копалин Xt. 

Для перекручених рядів вмісту якісних показників корисних копалин αt і βt по стандартним 
формулам знаходимо оцінки автокореляцій rββ(k) і взаємних кореляцій rαβ(k), а також оцінки 
функції відгуку на одиничний імпульс 

)(~
~
~

~ kra
a

k 





  ,      (11) 

де 2~
  і .~2

 – оцінки дисперсій відповідно βt і αt. 

Отриманні на цьому етапі оцінки k
~  статистично неефективні, але дозволяють ідентифіку-

вати порядок операторів )(B  і )(B , а також величину затримки В [15,16]. Ідентифікацію 
параметрів r, s і b ґрунтуємо на теоретичних властивостях функції відгуку k

~  в рівнянні (11) 
моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних показників. Після того як ідентифіковано 
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порядок моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак відновлюємо випадкову 
складову моделі Nt за допомогою рівняння 

,~...~~
110 gtgtttt XXXYN       (12) 

і за стандартною методикою будуємо модель прогнозування характеристик об’ємно-якісних 
показників ряду Nt. Якщо при цьому отримана модель прогнозування характеристик об’ємно-
якісних ознак авторегресії ковзного середнього має вигляд АРКС (p,q), то модель взаємозалеж-
них рядів вмісту якісних показників корисних копалин запишемо за формулою 
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
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де q
q BBBB   ...1)( 2

21 ; p
p BBBB  ...1)( 2

21 . 
Початкові оцінки «лівобічних» параметрів моделі прогнозування характеристик об’ємно-

якісних показників передаточної функції δi моделі прогнозування характеристик об’ємно-
якісних показників авторегресії ковзного середнього знаходимо з вирішення системи лінійних 
рівнянь 
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Початкові оцінки «правобічних» параметрів моделі за формулами 
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Попередні оцінки параметрів δi, ωi, Фk і θt надалі використаємо для одержання прогнозів і 
порівняння з фактичними даними. Остаточну оцінку моделі прогнозування характеристик 
об’ємно-якісних ознак і її діагностичну перевірку на адекватність здійснюємо як і для ізольова-
них рядів вмісту якісних показників корисних копалин. При використанні комп’ютерних тех-
нологій розрахунки здійснюємо за стандартними програмами. 

Розглянемо питання про побудову і використаємо для прогнозування агрегованих рядів 
вмісту якісних показників корисних копалин на підставі динамічних рядів з невеликими інтер-
валами дискретності. Такий підхід правомірний, якщо число членів динамічного ряду вмісту 
якісних показників корисних копалин досить велике, щоб одержати надійні статистичні оцінки 
параметрів мінливості. Вирішення питання знайдемо, якщо такі ряди розглядати як агреговані, 
що утворенні даними рядів вмісту якісних показників корисних копалин меншої дискретності. 
Припустивши, що для динамічного ряду вмісту якісних показників корисних копалин Сt

′ з де-
яким мінімальним інтервалом дискретності t0 (зміна, доба) число даних досить велике. Розгля-
немо завдання визначення статистичних характеристик агрегованих рядів Сn, які отримані з 
основного ряду Сi

′ за допомогою перекручення 
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Якщо t0 дорівнює одній добі, то при m=1 одержуємо ряд вмісту якісних показників корис-
них копалин Сn середньо тижневих значень показника С. У найпростішому випадку взаємоне-
залежних Сi

′ всі характеристики ряду вмісту якісних показників корисних копалин Сn знаходи-
мо за допомогою формул класичної математичної статистики 

CCMCM  )()( ;  
m
CDCD )()(


 . 

У випадку, коли динамічний ряд вмісту якісних показників корисних копалин Сi
′ є стаціо-

нарним, знаходимо зв’язок між характеристиками рядів Сi
′ і Ck. Для математичного очікування 

маємо М(С)=М(С'). Для визначення дисперсії D(C) і автокореляційної функції Кс(l) скористає-
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мося властивостями підставляючи (16) у відповідні вирази для дисперсії і автокореляційної 
функції і після перетворень отримаємо 
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Висновки та напрямок подальших досліджень. Отримані теоретичні залежності рекоме-
ндовано для побудови агрегованих рядів, якщо відомі характеристики вихідного основного 
ряду об’ємно-якісних ознак вмісту якісних показників корисних копалин. Викладений підхід 
розширює можливості методу прогнозування вмісту якісних показників корисних копалин у 
потоці залізорудної маси, що дозволяє вірогідно оцінити контрольовані характеристики на пе-
ріодах управління перевищуючи оперативні, підвищуючи при цьому точність прогнозування. 
Основними перевагами моделі прогнозування характеристик об’ємно-якісних ознак є її високі 
адаптивні властивості, висока точність прогнозування, а також можливість моделювання не-
стаціонарних динамічних рядів вмісту якісних показників корисних копалин. Досягається це за 
рахунок ефективного статистичного аналізу інформації. 
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