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МЕТОДИ ПРОГНОЗУВАННЯ ПРИРОДНО-ПРОСТОРОВОГО РОЗМІЩЕННЯ МІНЛИ-
ВОСТІ ВМІСТУ ЯКІСНИХ ПОКАЗНИКІВ КОРИСНИХ КОПАЛИН У НАДРАХ 
 

Мета. У роботі розглянуто геостатистичні (дискретний, випадковий і універсальний крайгінг) методи оцінки 
об’ємно-якісних показників корисних копалин у надрах при поділу блоків на однорідні об’єми. 

Методи дослідження. Оцінка блоків великого і малого розмірів з різним числом даних у блоках і за межами 
визначається по величині відносної похибки оцінок у порівнянні з фактично виміряними значеннями на відпрацьо-
ваних дільницях рудного тіла і покладах родовища. Порівняння точності результатів традиційних і геостатистичних 
методів оцінки фактору впливу природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників надр не 
суперечить теорії оптимальної статистичної оцінки і використовується для моделі мінливості показників і окремих 
параметрів. 

Наукова новизна. Запропонована модифікація крайгінга – індикаторний крайгінг, який дозволяє одержати 
ефективну геостатистичну оцінку впливу природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників 
надр і в блоках, які складенні різнотипними корисними копалинами. Методика універсального крайгінга дозволяє 
зменшити зсув оцінок об’ємно-якісних показників корисних копалин у надрах. 

Практична значимість. Оцінка середнього значення природно-просторового розміщення мінливості вмісту 
якісних показників у надрах базується на дослідженні мінливості характеристики ознак, аналізі геометричних харак-
теристик блоків дільниць рудного тіла і покладу родовища залізистих кварцитів і параметрів розвідувальних мереж. 
Розрахунки показують, що для малих блоків дільниць рудного тіла і покладу родовища залізистих кварцитів досить 
залучити для оцінки три – шість найближчих проб. Для регулярних мереж опробування природно-просторового 
розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах розрахунки коефіцієнтів проведені 
заздалегідь для найбільш типових конфігурацій взаємного розташування блоку і проб, які беруть участь в оцінці. 

Результати. Розглянуті дискретний, випадковий і універсальний крайгінг оцінки природно-просторового роз-
міщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах більш ефективні по точності в умовах 
геологічної і статистичної однорідності блоків, які оцінюються. Запропонована модифікація крайгінга – індикатор-
ний крайгінг, який дозволяє одержати ефективну геостатистичну оцінку природно-просторового розміщення мінли-
вості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках, які складенні різнотипними корисними копали-
нами. Сутність методу полягає в тому, що поряд зі звичайними варіограмами вмісту якісних показників для кожного 
типу корисних копалин будується індикаторна варіограма. 

Ключові слова: запаси, блоки, об’ємно-якісні показники, крайгінг оцінки, індикаторні варіограми. 
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Проблема та її зв’язок з науковими та практичними завданнями. Питаннями впливу 

мінливості вмісту якісних показників надр [1] і прогнозування об’ємно-якісних показників ко-
рисних копалин у надрах займалися провідні вчені [2–5]. Запропоновано досить багато методів 
прогнозування, більшість з яких не є ефективними з погляду похибки оцінки вмісту якісних 
показників корисних копалин у надрах, оскільки не враховують характер мінливості показників 
об’ємно-якісних ознак. Завдання прогнозної оцінки середніх значень геологічних об’ємно-
якісних ознак показників корисних копалин у надрах – найважливіша при реалізації функцій 
маркшейдерсько-геологічного управління вмістом якісних показників корисних копалин. За-
стосування методів опробування об’ємно-якісних показників корисних копалин у надрах, що 
засновані на теорії випадкових функцій, дає задовільні результати для блоків малого розміру, 
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які недостатньо «освітлені» розвідувальними даними і з якими доводиться зустрічатися в умо-
вах діючих гірничовидобувних підприємств. 

Аналіз досліджень і публікацій. Питання про ефективність застосування різних матема-
тичних методів моделювання і прогнозування об’ємно-якісних показників корисних копалин у 
надрах розглядається у дослідженнях [4; 6–8]. До теперішнього часу отримані дані не дозволя-
ють віддати перевагу традиційним або геостатистичним методам, що пов’язано, з недостатньо 
глибоким аналізом конкретних гірничо-геологічних умов використання. 

Постановка завдання. Завдання оцінки природно-просторового розміщення мінливості 
вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках успішно вирішується рівняння-
ми крайгінга і оцінкою величини дисперсії, якщо модель розміщення об’ємно-якісних ознак в 
просторі не містить закономірної складової СТ(Х,У,Z,t), а автокореляційна функція К(h) або 

власна функція )()0()(
2
1)(  KKhSh  задані. Існують варіанти реалізації методу в зазначе-

них умовах [9–11]. Перший – пов’язаний з точним вирішенням системи рівнянь крайгінга (дис-
кретний крайгінг), другий – з можливими спрощеннями, виходячи з фізичного смислу рівнянь 
(випадковий крайгінг). Спрощення рівнянь виникає, при ситуаціях, коли результат оцінки оче-
видний до проведення розрахунків. 

Викладення матеріалу та результати. Якщо лінійні розміри блоку, який оцінюється має 
той же порядок, що і середня відстань між точками опробування природно-просторового роз-
міщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках. Тоді зрозу-
міло, що в оцінку блоку внесок внесуть лише ті проби, які ближче розташовані до центра бло-
ку, який оцінюється, тобто вагові коефіцієнти проб, що відділенні від блоку дорівнюють нулю. 
Такий висновок підтверджується точним вирішенням системи рівнянь крайгінга, які врахову-
ють всі вихідні дані. Другий варіант пов’язаний з оцінкою порівняно великих блоків. У цьому 
випадку очікується, що всі проби, які перебувають у межах блоку, мають приблизно однакові 
ваги. Проби на периферії блоку залучаються в оцінку з однаковими вагами [12]. 

Таким чином, висновок про можливості спрощення рівнянь крайгінга, а і оцінки середнього 
значення природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних 
копалин у надрах і блоках повинен базуватися як на дослідженні мінливості характеристики 
ознак, так і на аналізі геометричних характеристик блоків дільниць рудного тіла і покладу родо-
вища залізистих кварцитів і параметрів розвідувальних мереж. Як показують розрахунки, для 
малих блоків способу розробки дільниць рудного тіла і покладу залізорудного родовища досить 
залучити для оцінки три – шість найближчих проб [13–15]. У цьому випадку для регулярних ме-
реж опробування природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників ко-
рисних копалин у надрах і блоках розрахунки коефіцієнтів виконуються заздалегідь для найбільш 
типових конфігурацій взаємного розташування блоку і проб, які беруть участь в оцінці. 

Подібні розрахунки для моделей мінливості об’ємно-якісних показників корисних копалин 
у надрах, описаних схемами де Вейса і сферичною, наведені в [16]. Аналогічні приклади для 
експонентної схеми розглянуті в роботі [17]. При використанні комп’ютерних технологій для 
знаходження оцінок середніх значень природно-просторового розміщення мінливості вмісту 
якісних показників корисних копалин у надрах і блоках у випадках відхилень від стандартних 
умов алгоритмічно зручніше вирішується задаючи число проб, що беруть участь в оцінці, або 
межі ореола, у межах якого проби залучаються до оцінки. В обох випадках порядок системи 
рівнянь крайгінга не перевищує шести. Якщо лінійні розміри блоків перевершують середню 
відстань між пробами в декілька разів, а об’єми блоків набагато менші об’єму способу розроб-
ки дільниць рудного тіла і покладу залізорудного родовища, у якому вони перебувають, то оці-
нка природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копа-
лин у надрах і блоках буде спрощена. При цьому число проб, що попадають в блок оцінки при-
родно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у 
надрах і блоках об’єму υ, дорівнює n, а число всіх проб у межах способу розробки дільниць 
рудного тіла і покладу залізорудного родовища V дорівнює N. Оцінка природно-просторового 
розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках визнача-
ється з виразу 

Nn CСC )1(~   ,     (1) 
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1 – середня арифметична оцінка природно-просторового розміщення мінливості 

вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках по пробах у середині блоку спо-
соба розробки дільниць рудного тіла і покладу залізорудного родовища υ; 
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1  – сере-

дня арифметична оцінка природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показ-
ників корисних копалин у надрах і блоках по пробах усього способа розробки дільниць рудного 
тіла і покладу залізорудного родовища V. 

Припустивши, що проби в межах блоку υ розташовані випадково і сам блок розташований 
випадково в способі розробки дільниць рудного тіла і покладу залізорудного родовища V (гіпоте-
за випадкового крайгінга), то вирази для оцінки і дисперсії природно-просторового розміщення 
мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках будуть мати вид 
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Якщо число проб N по всьому способі розробки дільниць рудного тіла і покладу залізоруд-
ного родовища корисних копалин V перевершує число проб n в середині блоку υ, який оціню-
ється, то отримують наближені формули 
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Параметри оцінки і дисперсії крайгінга блоку υ залежать від числа проб і від характеристик 
автокореляційної К(r) або структурної S(r) функцій. Таким чином, при оцінці великих і малих 
блоків способа розробки дільниць рудного тіла і покладу залізорудного родовища корисних ко-
палин громіздкі рівняння крайгінга, що отримані у загальній теорії, значно спрощенні і розра-
хунки проведені при відсутності закономірної складової в розміщенні природно-просторового 
розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках 
C(X,Y,Z,t). 

При наявності тренда, всі розглянуті наближення стають неправомочними. У цьому випад-
ку необхідно виділити тренд, використовуючи, метод найменших квадратів. Коефіцієнти рів-
няння тренда, обумовлені при цьому методі не зміщені, однак вони не мінімізують дисперсію, 
якщо відхилення значень природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показ-
ників корисних копалин у надрах і блоках ознаки від тренда автокорельовані. При визначенні 
тренда досліджується відхилення на автокореляцію. При її наявності оцінки коефіцієнтів авто-
кореляції, що обчислюється по різницях, будуть зміщеними. 

Геостатистичні розрахунки для відхилень від тренда, що обумовлений методом найменших 
квадратів, можуть виявитися неефективними, тому необхідно враховувати автокореляції відхи-
лень при підборі рівнянь тренда. Такий підхід до оцінки природно-просторового розміщення 
мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках є універсальний 
крайгінга. У такому обліку немає необхідності, якщо число точок опробування природно-
просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і 
блоках більше 100. У противному випадку варто видозмінити підхід до проблеми оцінки при-
родно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у 
надрах і блоках, що приводить до рівнянь крайгінга [18]. 

Методика універсального крайгінга дозволяє зменшити зсув оцінок природно-просторового 
розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках. Припус-
тивши, що значення природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників 
корисних копалин у надрах і блоках представляються у вигляді 

   rRrmC  ,      (4) 
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де m(r) – закономірна складова (тренд); R(r) – відхилення, що представляють значення реаліза-
ції стаціонарної випадкової функції природно-просторового розміщення мінливості вмісту які-
сних показників корисних копалин у надрах і блоках з нульовим математичним очікуванням, 
тобто 

    rmrCM   і    0rRM . 
Рівняння тренда представляються у вигляді лінійної комбінації відомих функцій природно-

просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і 
блоках φк(x) 

        ....2211 rbrbrbrm qq      (5) 
Оптимальний вибір коефіцієнтів bq і становить сутність універсального крайгінга. Якщо 

відоме значення показника С у точках ri, тобто Сi=С(ri), причому число проб N перевершує 
число коефіцієнтів у рівнянні тренда q(N>q). Тоді 

   iii rRrmC  ;      (6) 

       ,...2211 iqqiii rbrbrbrm      .,...,2,1 Ni     (7) 
Оцінка природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних 

копалин у надрах і блоках компонента m(r) у точці r0 знаходимо у вигляді лінійної комбінації 
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Умова не зміщення такої оцінки 
     0~

00  rmrmM .      (9) 
Підставивши (6) і (8) в (9), отримаємо 
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Додатковою умовою є вимога мінімуму дисперсії оцінкиm~ 

     min~ 2
00  rmrmM .     (11) 

Мінімізація дисперсії методом множників Лагранжа приводить до системи рівнянь універ-
сального крайгінга 

 


q

j
jiij qjPbQ

1
, ,...,2,1 ,     (12) 

де Qij – елементи матриці опробування природно-просторового розміщення мінливості вмісту 
якісних показників корисних копалин у надрах і блоках Q з q рядками і N стовпцями, причому 

 1SQ T , 

де )( iij x ; T  – матриця, транспортована стосовно матриці Ф; S-1 – матриця, зворотна 

матриці коваріаційної функції відхилень у точках опробування природно-просторового розмі-
щення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках S, елементи 
якої визначаються як 

     NjirRrRMS jiij ,...,2,1,,  . 
У свою чергу, Рj представляє собою елементи вектора-стовпця Р 

,1FSP T   
де F – вектор-стовпець, елементи якого сутність значення показника Ci у точках опробування 
природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у 
надрах і блоках ri(i=1,2, ..., N). 

Оцінку тренда в довільній точці r0 знаходимо з виразу 
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Для знаходження оцінки природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних по-
казників корисних копалин у надрах і блоках в точці r0 необхідно оцінити також компоненту 
R(r0). Проводячи крайгінг у відповідність до загальної теорії і враховуючи, що M[R(r)]=0, 
отримується вираз оцінки природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних пока-
зників корисних копалин у надрах і блоках 

  RSSrR
~~ 1

00
 ,     (14) 

де S0= (S01, S02, ..., S0N) – вектор-рядок, елементи якого S0i=M[R(ri)R(r0)]; R – вектор-стовпець із 
елементами )(ˆ ii rmf


 . 

Розглянуті геостатистичні методи оцінки природно-просторового розміщення мінливості 
вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках (дискретний, випадковий і уні-
версальний крайгінг) найбільш ефективні (по точності) в умовах геологічної і статистичної 
однорідності блоків, які оцінюються. Однак на способі розробки дільниць рудного тіла і покладу 
залізорудного родовища ці умови рідко виконуються, що приводить до необхідності поділу 
блоків на однорідні об’єми. Нами запропонована модифікація крайгінга – індикаторний край-
гінг, який дозволяє одержати ефективну геостатистичну оцінку природно-просторового розмі-
щення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках, що складенні 
різнотипними корисними копалинами. Сутність методу полягає в наступному. Поряд зі звичай-
ними варіограмами вмістів якісних показників для кожного типу корисних копалини будуються 
індикаторні варіограми. Для цього вводимо індикаторні мінливості І(х)=1, якщо проба в точці х 
віднесена до корисних копалини даного типу і І(х)=0, у випадку якщо проба в точці х віднесена 
до корисних копалини іншого типу. Отже для п типів корисних копалин уводяться п індикатор-
них мінливих Ii(i=1,2,…,n). Потім будуються варіограми для індикаторних мінливих. Після 
побудови моделі мінливості проводимо звичайний крайгінг індикаторних мінливих у заданому 
блоці. Отримані оцінки I1*,I2*,...,In* представляють відносні частки корисних копалин кожного 
типу в блоці. 

Після оцінки результати уточнюються у такий спосіб. Мінімізується 
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де ωi – вагові коефіцієнти, які задані заздалегідь, у найпростішому випадку 
ni
1

 . 

У такій постановці остаточні оцінки Ii знаходяться методом квадратичного програмування. 
Якщо відомі варіограми для вмістів Zi по кожному типу корисних копалин, то середній вміст 
якісних показників у блоці знаходиться таким же способом. Тобто спочатку визначається оцін-
ка за допомогою крайгінга мінливості Z1*,Z2*,...,Zn*, потім методом квадратичного програму-
вання знаходяться остаточні оцінки Z1,Z2, ..., Zn, виходячи з виразу 
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де Z – оцінка крайгінга в блоці по усередненій варіограмі по всіх типах корисних копалин. 
Для обґрунтування доцільності включення в систему маркшейдерсько-геологічного управ-

ління вмістом якісних показників корисних копалин і залізорудної сировини найбільш ефектив-
них (по точності) математичних методів прогнозування характеристик природно-просторового 
розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках на вели-
кому фактичному матеріалі по експлуатованих залізорудних родовищах було проведене порів-
няння розглянутих вище модифікацій крайгінга із трьома найбільш часто застосовуваними на 
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практиці традиційними методами: середньозваженого арифметичного; зі зважуванням назад про-
порційно квадратам відстаней; зі зважуванням з урахуванням анізотропії. 

У результаті порівняння встановлена залежність точності оцінок об’ємно-якісних показни-
ків корисних копалин, що отриманні різними методами від виду моделі, мінливості кількості 
інформації, розмірів і просторового співвідношення блоків, що оцінюється і розвідувальної 
мережі [19–21]. Дані порівняння методів прогнозування природно-просторового розміщення 
мінливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках наведені в табл. 1. 
Розглянута оцінка блоків малого і великого розмірів з різним числом розвідувальних даних у 
блоках і за межами. Ефективність методів визначається по величині відносної похибки оцінок у 
порівнянні їх з фактично виміряними значеннями на відпрацьованих дільницях рудних тіл і 
покладів родовища залізистих кварцитів. 

Таблиця 1 
Порівняння методів прогнозування характеристик природно-просторового розміщення мінливості  

вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках 

Вид моделі прогнозування при-
родно-просторового розміщення 
мінливості вмісту якісних пока-

зників корисних копалин у 
масиві і блоках 

Похибка оцінок (%), що отриманні методами 
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СКТFe ССCC
загальне

  13,1 12,4 11,5 10,2 10,7 9,5 8,9 

СКFe ССC
емагнетитов

  15,2 15,8 15,4 15,1 15,8 11,2 10,7 

СКFe ССC
окислене

  9,5 9,1 9,7 9,3 9,5 8,2 8,0 
Примітка. CТ – тренд закономірної складової; CС – некорелюєма випадкова складова, яка характеризується законом 
розподілу; CК – корелюєма випадкова складова, яка представляється реалізацією стаціонарної випадкової функції і 
характеризується автокореляційною або структурною функцією. 

 

Висновки та напрямок подальших досліджень. З наведених даних слідує, що універсаль-
ний крайгінг, що враховує автокореляції відхилень при підборі рівнянь тренда, дає помітно кращі 
результати для блоків малого розміру. При відсутності тренда методи оптимальної статистичної 
оцінки характеризуються меншою похибкою, величина якої залежить від відносного внеску Ск у 
загальну мінливість. Дискретний крайгінг дає тим меншу похибку у порівнянні з іншими мето-
дами, чим більше корелюємо випадкова складова. Результати, які отриманні всіма методами, по 
точності порівнянні, якщо випадкова складова Сс превалює. При оцінці якісних показників вели-
ких блоків випадковий крайгінг у порівнянні із середньозваженою арифметичною оцінкою дає 
кращі результати при наявності кореляційної складової Ск і за умови, що величина інтервалу ко-
реляції порівнянна з лінійними розмірами блоку. При випадковому розміщенні ознаки обидва 
методи по точності оцінок дають фактично однакові результати. Запропонований індикаторний 
крайгінг є найбільш ефективним серед всіх методів (у тому числі і серед розглянутих геостатис-
тичних) при оцінці якісних показників блоків, які складенні корисними копалинами різних типів. 
Порівняння по точності результатів застосування традиційних і геостатистичних методів при 
оцінці природно-просторового розміщення мінливості вмісту якісних показників корисних копа-
лин у надрах і блоках суперечить теорії оптимальної статистичної оцінки і може бути пояснена 
тільки невдалим вибором моделі мінливості показників або окремих її параметрів. Детальний 
аналіз мінливості показників і конкретних умов оцінки природно-просторового розміщення мін-
ливості вмісту якісних показників корисних копалин у надрах і блоках повинен завжди передува-
ти обґрунтованому вибору математичного методу прогнозування. 
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ВИКОРИСТАННЯ ВИРОБНИЧОГО ПОТЕНЦІАЛУ ЛИВАРНИХ ЦЕХІВ  
У ВИРІШЕННІ ЗАВДАНЬ ЕКОЛОГІЇ ТА ОХОРОНИ ПРАЦІ 

Метою статті є аналіз прямого та опосередкованого впливу заходів з підвищення енерго- та ресурсоефективно-
сті ливарного виробництва на санітарно-екологічний стан у виробничих відділеннях та на підприємстві у цілому.  

Методи. У результаті аналізу та бенчмаркінгу запропоновані заходи щодо зниження енергоємності виробничо-
го процесу виготовлення виливок. Детально розглянуті та проаналізовані аспекти вирішення завдань екології та 
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